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A\ANT-PI{OPOS 



Ces leçons oui pour lïiit rrinilier les eu rien \ dr choses 
savantes à Télude du Calcul des Probabilitrs «M do leurs 
applications. 

Klles ne prétendent point épuiser le sujet, mais simplement 
permotlre Ti-tude des grands Ouvrages. 

Parmi ces Ouvrages, j'ai indiqué, à la fin de chaque Cha- 
pitre, ceux dont la lecture me paraît, pouvoir conduire le pins 
rapidemeni au delà de ces leçons. 

On trouvera la liste des principaux iMétauir'cs originaux 
concernant le Calcul des Probabilités dans IV'dition fran- 
çaise de YEncyclopèdip des Sciences mathématiques* 

y ni tlouc touché à touL et pluloL légèrement, cherchant 
surtout la clarté, nie iioruaut le plus souvent ii rcfoudie les 
H Ouvrages des nombreux auteurs qui ont écrit sur le -sujet, 
H émmcatU parfois les résultats sans les démontrer, 
H Ça et là, cependant, j'ai développé quelques aperçus per* 
^Ê sonnels, dont la plupart ont fait fubjel d'études spéciales, 
^Ê publiées soit dans les revues mathématiques, soit dans les 
^M revues de Philosophie* 

^P Car le Calcul des Probabilités touche |iar ses bases à la 
Philosophie pure, comme chacune des branches des Mathé- 
^ malicpjês. 

H Le mathématicien, plulosophe à ses heures, définit, con- 
^ forméinenl au sens commun, le hasard et la [Hobabilité; et 
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par les moyens qui lui sont propres, il étudie la probabilité, 
ce que ne saurait faire le philosophe. 

Celui-ci, à son tour, partira des résultats acquis par le 
mathématicien pour édifier une théorie lojçique du hasard 

Ainsi s'entr'aident, et sans allusion de ma part à Tallégorie 
de raveugle et du paralytique, les diverses catégories de 
penseurs qui se sont donné comme but de nous révéler 
Tàme humaine et en elle-même et dans ses relations avec le 
monde extérieur. 

R. DE MONTESSUS. 
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INTRODUCTION. 



DEFINITIUN U)G1QIIE DU HASARD ('). 

\, J^ai doDné, au Con^*:n!S de Philosophie de Genève de 1904* 
une détinîlîori du hasard <]ui me parail à la fois logique ei nou- 
velle. 

Une théorie du h^i^urd, 1res en faveur autrefois, mais désuète 
aujourd'hui, veut que le hasard ne soit qu'un mol dû à uoire igno- 
rance. Elle se trouve eu ^erme du us les éerits de Laplace, Elle 
confère au hasard un earaclère purement subjectif, elle le nie : 
c*esl, pourrait-on dire, une théorie facile du sujet* 

Une au ire théorie, r|ui d trouvé s«>u exjKression la plus nette 
dans les écrits de RencMivier, fait dériver le hasard de Tinlerven- 
tîoo des Commencements absolus dans la chaîne des événements 
aulreuient soumis au déterminisme. Cette théorie est en eonlra- 
dictiou absolue avec celle de Cournot, qui a voulu concilier le 
hasard et le déterminisme. 

A mon sens, ces théories, comme la phi part des théories philo- 
sophiques anciennes, ont le tort de s^appuyer sur des idées géné- 
rales a prirtrf\ plutôt <|ue sur des faits. 

l^s faits que nous ne pouvons rattacher par voie de causalité a 
d'antres faits bien délînis éveillent en nous le senliraent du 

( ♦) l'oir divers articles de M* R t»e Montksslis : //■ Congrès international de 
Phito$opfiit\ Gcoêve, tc^J, p. r»88 (et, à C€ propos, Encyelopedit dex Sciences 
mathéfiuttiques, t. I^ vol* ÏV, fasc, I, p* i. Pans, 1906, ei Be^^ue de Metaphy- 
êiqiàe et de MoralCf 1905, p* if»^). — ftevtie de Lilte, 190^1. — ttevue du Mois, 
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hasard. Ce sentiment disparaît ou subsiste selon que certains 
faits apparaissent ou non comme antécédents de ceux-ci. 

Voici une urne ne renfermant que des boules noires. Vais-je 
tirer une boule noire ou une boule blanche? dis-je à un spectateur 
persuadé que l'urne renferme des boules noires et des boules 
blanches. Je tire une boule, elle est noire; elle ne peut être que 
noire, et cependant le spectateur éprouve le sentiment du hasard. 
Ce sentiment disparaît si je lui montre que l'urne ne renferme que 
des boules noires. Si l'urne renferme dos boules blanches et des 
boules noires, idenliques sauf quant à la couleur, qu'un aveugle 
tire une boule blanche, le sentiment du hasard s'éveille encore, et 
ici il subsiste, quoi que je puisse faire. 

Le sentiment de hasard est complexe. On Ta confondu avec 
d'autres sentiments, l'élonnement par exemple. On a voulu à tort 
le faire dériver de l'ignorance. C'est qu'on a perdu de vue ce prin- 
cipe, qui doit être la base de toute élude du hasard : le hasard 
concernant les événements, sou étude doit être basée sur l'étude 
expérimentale des événemenis, et non sur des idées a priori. 

Ici, comme ailleurs, la Métaphysique ne peut aller que de la 
réalité aux concepts, et non pas des concepts à la réalité. 

Partant de ce principe, je me demanderai tout d'abord quels 
sont les caractères expérimentaux immédiats des événements dus 
au hasard ; de là, je conclurai à la nature métaphysique des évé- 
nements dus au hasard : je pourrai alors donner une définition 
logique du hasard. 

I. 

2. Voici une urne renfermant loo boules blanches et loo boules 
noires mélangées; sauf la couleur, ces boules sont en tout sem- 
blables. Un aveugle tire une boule, la remet, mélange les boules, 
tire une nouvelle boule, la remet, mélange encore les boules, et 
ainsi de suite. 

Eh bien, c'est un fait d'expérience, le rapport du nombre total 
des boules tirées au nombre des boules blanches extraites de l'urne 
diffère d'autant moins, en général, du nombre deux que le 
nombre des tirages est plus grand. A chaque nouveau tirage, ce 
rapport se rapproche pour l'ordinaire du nomhve deux , les cas où 
il s'en éloigne étant de beaucoup les moins nombreux. 



ÏNTRODUCTIÔN. 



DÊriXrTlON LOGtQliB J>U HASARD. I 

ûrtrMntient dit, le rapport lend vors deux quand le nombre des 
li rages croît, mais il irnd irré g tt Itère ment vers deux. 

J^examine la stalislique de la population des 36ooo communes 
de France et, dans cette statistique, je considère les cliilfres de 
dîzaineiî. Je conslale m ^nctire que te rapport du nomhre de ces 
chiffres au nombre de ceux d'entre eux */ut sont pairs tend 
vers i\e\i\ à mesure que /avance dans l'étude de la statis- 
tique. 

Je me proiiu*ne à l*ari^, moi, proviuciaL J*' rencontre sur le 
Loiilevard un ancien camarade de collège, provincial lui-même. 
Quel hasard ! Puis-je me considérer comme étant dans les condi- 
tions de tout à riieure» bien qu'avant en vue un seul événement et 
non pas une collection d'événemer»ls? San?* doute, el je m'ex- 
plique. 

Deux personne? habîlenl la mêuu.^ maison et traversent l'une 
et l'autre un grand munbre de fois chaque jour la même [nèce, 

CVst un fi^iil d expérience que sur i an, 7, ans d observation^ 
le rii|)port du nombre des traversées au nombre des rencontres 
non préméditées tend vers une limite, irrégulièremenl d*ail- 
leurs. 

Si deux individus habitent la même commune, mais en dehors 
4lu bourg, le rappoit du nombre de leurs vovages au bourg au 
)nibre de leur's rencontres non préméditées au bourg tendra 
issi vers une limite, irrégulièremenl encore, pourvu qu'un 
nombre d'années assez grand entre enjeu. 

Si le chilTre de la vie moyenne ne suffisait pas à vérifier la loi, 
Texamen du nombre de rencontres njuiuelles de 100 individus 
habitant la commune, aérant à peu près la même condition sociale, 
allant fréquemment au bourgs la justifierait* 

Ainsi^ dans ces suites d^événemeuts, certain rapport tend irré- 
gulièrement vers certaine limite. Cette limite était de 2 ans dans 
les deux premiers exemples. Si Furne avait renfermé 10000 boules 
blanches, 10 000 boules rouges et 10 000 noires, le rapport du 
nombre total des boules tirées au nombre des boules blanches 
extraites de Furne eût tendu irrégulièrement vers le nombre trois^ 

Si Ton regarde les tirages comme constituant une classe d'évé- 
nements, cl l^irrivee de boules blanches, noires, rouges, comme 
constituant des catégories d'événements, on constate ainsi que le 
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rapport du nombre tolal d'événements de la classe (nombre des 
boules tirées) au nombre d'événements de l'une des catégories 
(nombre de boules blanches extraites de l'urne) tend irrégulière- 
ment vers une limite. De même pour la statistique des popula- 
tions, où la classe des chiffres comprendra la catégorie des chiffres 
pairs et la catégorie des chiffres impairs, de même encore pour les 
rencontres non préméditées des deux amis, la catégorie des ren- 
contres et la catégorie des non-rencontres formant ensemble une 
classe. 

3. Le fait d'expérience en question s'énoncera : 

Certains événements ayant un caractère commun et, pour 
cette raison, constituant une clause, mais différant à certains 
points de vue, ce qui permet de les partager en catégories 
bien définies, donnent lieu à cette remarque que le rapport du 
nombre total d^ événements de Vune des catégories tend irré- 
gulièrement vers une limite déterminée quand le nombre 
d^ événements considérés devient de pljis en plus grand. 

De tels événements, considérés comme définis par leur classe et 
leur catégorie, sont dits procéder du hasard. 

Ces événements éveillent en nous le sentiment de hasard, et 
rien ne peut faire disparaître le sentiment de hasard qu^ils 
éveillent en nous : c^esi un fait d^ expérience. 

(>'est un fait d'expérience aussi que tout événement éveillant en 
nous le sentiment de hasard donne lieu à la remarque en question 
s'il ne peut être rattaché par voie de causalité à quelque fait bien 
défini. 

Nous voici donc on possession des caractères expérimentaux 
immédiats, des événements dus au hasard. 



II. 

4. Je vais nie poser ici deux questions : 

Pourquoi le rapport du nombre d'événements de la classe au 
nombre d'événements de la catégorie tend-il vers une limite? 
Pourquoi tend-il irrégulièrement vers la limite? 



iWT«0DI>€TIOP». 



DÉFINITION LOGlQL'i? DU HAS*BD> 



corul tirai de là à \h ualure mélaphvsîque des évétjeiuents 



lii> an liasan 



■d. 



Revenons à rurne uù >(jnl en noodire é^al \e^ boules blancht^ï» 



cl les buiiles nôtres et ou, H[>res chaque tirage j on rernel la boule 
tirée, l-a qiie>lion de la couleur iresl i-ieu à l^aveuf;le qui lire les 
boules; blanche on noire, c^est loul ou pour lut. 11 n^y a donc 
auciîne relaliou entre les cnuseîi qui foiil tomber sur telle ou lelle 
houle la main de raveugle et la eonleur de ct!Ue boule. 

Pour les chi[Vres de la colonne des dizîjine^ des |ïO[jnliilions des 
communes dp Trance, il n'y a aucun*' relation entre la place 
qu'occupe tel le euuiniuue dans la slalislique el lu question de 
parité on de non- pari té du chilï're des di7.aiaeâ de sa population. 
Semblable ment aussi pour la question des rencontres : la ren- 

i€i»nire est non (jrénuîdiLée, c^esl enlenttu : elle n'a rien a voir avec 
le motif avant déterminé le voyage. 

Ici et la, nous sommes eu présence de classes de phénomènes, 
boules blanches el noires, chiffres pairs et impairs, rencontres ou 
non -rencontres, fli visées en cat«''fïories : catégorie de houles 
blanches et catégorie de boules noires, catégru-ie de chiHres pairs 
ou impairs, catégorie des rencontres et catégorie des non-ren- 

1 COI» très. 

Ici et lii, les cattses rangeant tel événement dans telle catégorie, 

.geste de l'aveugle, tpieslinii d'ordre, motif propre du voyage, sont 

[ sans relations aucunes avec les caractères dislîuctifs de cette caté- 
gorie. 

CVsl en verhi de l'absence de telles relations que le rapport du 

I nombre total d'événements de la classe au nombre d'événements 

[de Tune des catégories tend vers une limite déterminée el que 
réciproquement, si te même rapport tend vers une limite déter- 
minée^ il y a absence de telles relations. Je n'énonce pas un apho- 
risme ^je (al s une constatation. Je sais en elfet, par expérience^ que 
deux cas seulement peuvent se présenter : ou bien le rappoit 
tend vers unelinnledéterminée» ou bien il a une valeur immuable. 

fEt ce second cas est toujours Tindice assuré d'une relaiîon bien 
définie entre les causes rangeant tel événement dans telle catégorie 

[et les caractt^res distinctifs de cette catégorie. 

Constatation encore en ce qui concerne la seconde question : 
pourquoi le rapport du nombre total d*événements de certaines 
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classes au nombre d^événements de Tune des catégories tend-il 
irrégulièrement vers la limite? 

Parce que Tordre d'apparition des événements n'a pas d'in- 
fluence immédiate sur le genre de leurs catégories. 

L'aveugle a tiré un certain nombre de boules blanches et un 
certain nombre de boules noires de l'urne et, aussitôt tirées, les 
a remises dans l'urne : le rapport du nombre total des boules 
tirées au nombre des boules blanches extraites de l'urne est sans 
influence immédiate sur le tirage suivant. 

Je calcule, pour la population des mille premières communes de 
France, le rapport du nombre looo au nombre des chifl*res pairs 
de la colonne des dizaines : ce rripporl n'a aucune influence immé- 
diate sur la population de la commune qui vient au rang looi de 
la statistique. 

Semblablement pour les rencontres : les renconties eff*ectuées 
sont, sauf préméditation, sans influence sur les rencontres à 
venir. 

Dans aucun des cas étudiés, il n'existe donc de relation immé- 
diate entre les rapports successifs du nombre d'événements de la 
classe au nombre d'événements de telle ou telle catégorie de la 
classe. 

Ainsi, d'une part, dans les événements dus au hasard, l'ordre 
d'apparition des événements d'une même classe n'a aucune 
influence immédiate sur le genre de leurs catégories, et, d'autre 
part, il n'y a aucune relation entre les caractères distinctifs de la 
catégorie et les causes déterminantes de la catégorie. 



III. 

O. Le signe distinctif immédiat d'événements dus au hasard est 
que ; de tels événements étant partagés en cfasses et ces classes 
en catégories, le rapport du nombre total d^ événements de la 
classe au nombre total d'événements de l^ une quelconque des 
catégories tende irrégulièrement vers une limite déterminée, 
quand le nombre d'événements considéré devient de plus en 
plus grand. 

J'ai choisi à dessein l'exemple typique de la statistique de la 
population des communes de France. 



INTRODUCTION, 



DKI^lîVITIOS 



SAHD, 



I 



fî. M. Leclialas me demande (') si, à mon sen,s, les dufiVes 
3i4 §59^265, du noiubic iz^ se succL'dcnt au hasard? 

Jt* n^en sais rien. Ils onl le caruclére de chiffres se succëdanl au 
hasard, M. Lécha iris Va ninuli't^, mai a il se [leiil que ce caractère 
ne réponde pas à la réalilé. Il ?»e [>eul qu'il exiale une loi faisanl 
dépendre chiii|ue chifire du précétîeni ou des précédents. 

A propos de faits déterminés, il sera doue de?^ cas où l'on 
pourra affirmer le hasard 1 sLatisiir|ue des communes) ou seule- 
menl le supposer (cliillres du nomlire it). Mais il nous sufiit pour 
df^finir le hasard en soi, connue je vais le faire, de savoir qu'il 
existe des cas où le si^^ne distinct if immédiat ou o é( 'essai re du 
hasard corres[mod à ce senUmenl dv hasard que lous nous con- 
naissons et a un senlîinefit de liasard que rierï ne peui faire dispa- 
raître. 

.le reviens au si^jue distincLif /mmf^rf/12/ indiqur plus hauL, signe 
di^itinetif qtri caractérise le hasarrl, signe qui d'ailleurs n'est pas 
absolu. 

I^a raison d'èire d un tel carat^tAre est que, dans les événements 
dus au hasard, il ny a aucune relaiifîii bien d«''ÏJnie en lie les earac* 
tères dîslinclifs de la catégorie et la cause déterminant la caté- 
gorie; aucun lien bien défini, non pitis, entre les caractères dis- 
tinelil's des catégories et l^ordre d^apparitioii des événements. 

Et c'est ici le lieu de nous demander : Qu^est-ce que le 
hasard? 

La réponse est prévue : 

Etant donné que certaitis événements ont uti caractère 
cofumun et, pour cette r^aison^ cotistituenl une dusse, mais 
diffèrent à certains points de vue, ce r/ ni permet de les ranger 
en catégories bien définies^ le hasard consiste dans l'absence 
de relations bien défîtiies entre les causes rans^eant tel éi'éne* 
ment de telle classe dans telle catégorie et les caractères dis- 
iinclifs de cette catégorie, 

7- Le Calcul des Probabilité» a pour objet l'étude de la fré- 
quence relative des événements dont l'arrivée dépend du hasard. 
Le Calcul des Probabilités, tel que nous Texposons ici, ne 



f \ NetVue de Métaphysique et de Moraie ( toc. eit,). 




^-^-^ 



j^ 



8 CALCUL DES PROBABILITÉS. 

nécessite pas des connaissances mathématiques très étendues. 
Sauf quelques points, en très petit nombre, les Mathématiques 
spéciales suffisent au lecteur. A supposer même qu^il connaisse 
seulement les Mathématiques élémentaires, le rappel que nous 
allons faire de certaines notions suppléeront, à son défaut d'érudi- 
tion. Il n'aura plus qu'à admettre çà et là quelques résultats. 



A consulter : Revue de Métaphysique et de Morale, novembre 1902 
et janvier 1906. 




a" Les arranj;cnH'nls He m objets m à m s^appellenl permuta' 
tions ( perraylaLious de Irois objets tz, /?, c : a^c, ac6, c6a, cafe, 
6ca, frac). 

Le ijonabri? P„, des permiiUUliHis de m objets e&l donné par la 

tforiuule 
P„, = /fî { Ail — I ) . . . 3 , '2. l . 



— On i^cril sguveiil 
! . a . 3 , . » ( m — I ) m ^ m ! 
djins ces couclîtions 



3* Les groupes formés avec m objeLs p à p^ abstraction faite 
désordre de leurs lettres (pîir exemple ab^ ac^ cb^ où ba esi 
éliminé comme ideoUque à ai, de mèine ca^ cb comme respecli- 
vement identiques à ac^ bc)^ s*appel[enl combinaisons de m ob- 
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jets p ^ p- Ces combinaisons sont en nombre 

m(m — i)(m — 2)... (m — /?-»-i)__ f^^- 

yôl - p\(ni—p)\' 

9. Si, dans les arrangements, permutations, combinaisons, les 
mêmes lettres peuvent figurer plusieurs fois (exemple : aa, a6, 
ba, bbn, ...), les groupes considérés prennent respectivement les 
noms (T arrangements avec répétition, permutations avec répé- 
tition, combinaisons avec répétition. 

l^es nombres A^' d'arrangements avec répétition, F^ de permu- 
tations avec répétition, C^' de combinaisons avec répétition, sont 

as; = mP, P'^ = m'n, 

CP> — ^(^-»-')(^-^-^^•'(/y^-^-/> — __ (m-f-yp — I)! 
p\ " {ni — y)\p\ 



n. — É7ALUATI0H APPROCHÉS DE m I. 

10. Nous rencontrerons souvent le produit des m premiers 
nombres entiers. On peut soit le calculer directement (cela devient 
impraticable dès que m dépasse 10), soit l'évaluer au ni'oyen des 
Tables de la fonction F [F (m ^- 1) = m! pour m entier], soit se 
baser sur la double inégalité 



où 11=3,14159... désigne le rapport de la circonférence à son 
diamètre, 6 = 2,718... représeiile la base des logarithmes népé- 
riens. 

Cette double inégalité permet d'écrire : 

m! ■:-. (égale approximativement) ^ntm /n'«e-'", 



M tendant vers 1 quand m croît indéfiniment; 



m! <x/ (tend vers) ^iTzm m^'c-"», 
quand m croît indéfiniment. 



RAPPEL DK NOTIONS GENERALES. 



m. — IHTÉftRALES DÉnHIES SIHPLBS. 

11. Considérons iinecourbe(C)et deux axes reclangulaires Ox, 
Oy tracés dans son plan. Entre Vabscisse OA = a: et Vor- 

Fig. 1. 




donnée AB=j^ d'un point quelconque B de la courbe existe une 
relation 

y=f{x) OU ¥{x,y) = o, 

qui est V équation de la courbe. Par exemple, si Oar est Taxe 
d'une parabole et si O^est la tangente au sommet de cette courbe, 
la relation esly^= 2px, où - est la distance du sommet au fojer. 

Ayant divisé PQ en un certain nombre de parties égales PP|, 
Pi P2, ..., et mené les ordonnées P|M|, P2M2, ..., l'aire MNPQ 
est la limite de la somme des trapèzes PIVIM|P|, PiMiMjPq, 
P2MaNQ quand le nombre des points de division P|, P^, . . . croît 
indéfiniment. 

Si PP| = P|P2=. . .= Aar, la somme de ces trapèzes a pour 
expression 



ou 



ou 



(PMH,P,-+-P,M,H,P,-+-...)H-(MM,H,H-MiM,H,H-...), 



(PMxPP,H-P,M,xP,P,-t-...)-^(MM,H,-+-M,M,H,-4-...), 



(PM-+-P,M,H-...)Aar-4-(MM,H,-+-M,M,H,-+-...); 
ce qu'on écrit 

x = OP 

2 ^Aa?-+-(MM,H,-f-M,M,H,-4-. .) 
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OU simplement 



OP 



y ^Aar-+-(MM,Hi-+- M,M,H,-i-...). 



OP, 



Quand le nombre des divisions de PQ croît indéfiniment, la 
somme des triangles MM|H|, M«M2H2, ... tend vers zéro, OP/, 



OP 



tend vers OQ, et la somme des trapèzes ^^y^x tend vers une 
limite qu^on écrit 

f ydx ou I f{x)dx [7=/(ir)] 
OP •/«? 



et que les règles du Calcul intégral permettent de calculer. 
Cette limite est une intégrale définie simple. 
Dans le cas de la parabole {y^^ 2/?:r), 

J/*OQ 

f ^ipx dx = -/2/?0Q»— ^ >Jip 0P«. 
OP o 3 



I?. — utésbales mÉrnriES. 

12. L'aire PMBA(OA = ^) a pour expression 

( f(^)dx', 

c'est une fonction ^{x) de x qu'on appelle Vintégrale indéfinie 
de/{x). 

A son tour, /(x) est la dérivée de f (ar). On démontre que 
/{x) est la limite du rapport 

f(x -h Aar) — - f^ix) 

quand A:r tend vers zéro. 

On peut toujours calculer une fonction dérivée. On ne peut pas 
toujours calculer une fonction intégrale. Quand on ne peut pas 
calculer la fonction intégrale F{x) de/(x)^ on écrit 

F(^)= rn^)dx 



.)=/ /( 
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et Ton calcule les valeurs de F (a?) pour 

j? = I, 2, 3, 4» •• M ou a? = I ; .r = I, I ; a? = 1,2, . . .. 

Par exemple, l'intégrale indéfinie de y = y ipx a pour expres- 
sion 

/^ ipx = ^ipx^-^ ^ipa^ ; 
.. 

au contraire, on ne connaît pas l'intégrale indéfinie ^{u) de 

-7= / e"** dt ( ou -^ / e'^*dx. ce qui est la même chose ) : on 

y supplée alors par la Table numérique de la page 44) qu^ ^^s 
procédés particuliers permettent de construire. 

Note. — L'intégrale indéfinie F{x) d'une fonction /(x) s'ap- 
pelle aussi fonction primitive de /(x). 



?. — DÉRIVÉES. 

13. Nous avons dit ce qu'on doit entendre par dérivée d'une 
fonction /(x). Considérons la courbe ^ =/(j:) et un point H, 
d'abscisse OA = a, de la courbe. 

I i. On démontre que la valeur de la dérivée/' {x) pour x = a 
est tang a, a étant l'angle de la parallèle HH' k Ox avec la tan- 
gente HT à la courbe : 

tanga=/'(a). 

La figure montre qu'en M, où x = b, la fonction^ [ou /{^)] 

Fig. a. 




passe par un maximum, et en P, où ar = c, la fonction^ passe par 
un minimum; de H à M, c'est-à-dire quand x varie de OA = a 
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àOB = 6, la fonction^ croît et sa dérivée tanga est positive; 
de M à P, c'est-à-dire quand x varie de OB = 6 à OC = c, la 
fonction^ décroît et sa dérivée tang a' est négative; au delà de P, 
la dérivée tang a^ redevient positive. En M et P, la dérivée 
s'annule. 

Le signe de la dérivée indique donc si la fonction croît ou 
décroît, passe par un maximum ou un minimum : 

Si la dérivée est positive y la fonction croit; 

Si la dérivée est négative^ la fonction décroit; 

Si la dérivée s^annule et change de signe pour x = h^ la 
fonction présente un maximum ou un minimum pour x ^= h; 

C'est un maximum {exemple x :=OB = b) si la dérivée est 
positive pour x <,h et négative pour x> h\ 

C'est un minimum (exemple a: = OC = c) si la dérivée est 
négative pour x <ih et positive pour x>h\ 

Si la dérivée s'annule sans changer de signe pour x = h^ il 
n'y a ni maximum ni minimum au point d'abscisse A. 



A consulter : E. Pruvost et D. Pibron, Leçon d'algèbre. Paris, 
P. DupoQt, 1893. 



CHAPITRE L 

PRINCIPES ET DÉFINITIONS. 



I5, Le Cette ul des ProhafnlUés est d*origliie toute moderne. 

Lepliisancien^exemple connu de remploi de la unûdtYà^ probabi- 
lité dans un problème déterminé se trouve dans un commentaire 
de la Divine Comédie de Dante Alig/neri, imprimé à Venise, en 
1477. Pascal, puis Fermât, au wii*" siècle, se sool posé (|uel<^ues 
questions concernant ïri tliéoiie dt^s jeux, questions qui trouvent 
leur place dans le Calcul des Probabilités. Nous citerons ensuite 
Jacques Bernoulli et son Livre célèbre : Ars conjectandi, 
imprimé après sa mort en 1713. Nous parlerons dans la suite des 
Ouvrages modernes. 



I, — DBFIHITIOll m LA PROBABILITÉ MATREllATmin;. 

PROBLEMES SIMPLES. 



IH. Loi de BernouIH. — J'ai en uiaiii uu Jeu de Sa cartes. Je 
tire au hasaid une carte. Je répète nn grand nombre de (bis Topé- 
ration. Quand if sort un roi, je le noie, Quan<l la carte tirée 
n*esl pas un mi, je ne note rien : les rois seuls m'inléresseni. 

Après iDoo, I OUI M» exercices de ce jçenre, je constate que le 
rapport du nombre des rois au nombre des expériences est à très 
3eu près ^ et que ce riip[nu't se ryp|»rochp d*aulant plus de | que le 
nombre d'expërietices est [dus grand, (iliaeuu peut le vérifier. 

Je ne dis pas tiue j^aurai tiré environ i3 rois dans les 100 pre- 
yiters coups, 1^5 dans les 1000 (ueniiers eonps, et que le nombre 
les rois diffère de moins eu moins de la huitième partie du nombre 
les expériences, non. Je dis que le rapport de fun des nombres 
à Vautre tend vers \, et cela est bien dillerent. 

ri5o^ i2 5oo^ ni 000, . .. 
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sonl les ^ de 

looo, loooo^ looooo, loooooo, .. ; 
les nombres 

124, 1248, ia497»~ «24996» ••• 

s'éloignent progressivement des nombres (1) : cependant les 
rapports 

124 1248 1^497 124996 

y , , : , , , , 

1000 10000 100 000 1000 000 

se rapprochent progressivement de j. 

En général, et sur un grand nombre d'épreuves, le rapport du 
nombre d* arrivées d^un événement au nombre d^ épreuves tend, 
à mesure que croît le nombre d'épreuves, vers le rapport du 
nombre des cas favorables au nombre des cas possibles. 

C'est le cas ici. Le nombre des rois (cas favorables) est 4; 'e 
nombre des caries (cas possibles) est 82. Le rapport du nombre 
des cas favorables au nombre des cas possibles est ^ ou *. J'ajoute 
que les cas possibles doivent êlre également possibles. Cette 
restriction est nécessaire : nous le verrons bientôt. 

La proposition que je viens d'énoncer est connue sous le nom 
de loi de Bernoulli. Elle est purement expérimentale ; non pas 
qu'on en ait poussé très loin la vérification (Gauss a cependant 
compté le nombre d'as que le sort lui attribuait dans ses quoti- 
diennes parties de whist), mais plutôt que ses conséquences en font 
une loi vérifiée à chaque instant. Telles sont les lois de la Méca- 
nique rationnelle. 

Sur cette loi, une fois admisCy sont fondés la définition de la 
Probabilité mathématique et Je Calcul des Probabilités tout 
entier. 

J'ajoute que, comme il est naturel, la loi de Bernoulli devient 
une conséquence de la définition de la Probabilité mathématique 
et qu'on peut la démontrer en partant de cette définition. Nous le 
ferons plus loin. 

17. On peut, dans une certaine mesure, justifier a priori la loi 
de Bernoulli. 

Je prends une Table statistique, la population des communes de 
France, par exemple, et dans cetle Table la colonne des dizaines. 



I 
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U est ais»^ de cojHliiler t^ue, dans cf^lle colonne, le lap^toi i du 

nombre des chiflVes pairs au tiornl>re lolal des chiIVres lend vers-- 
' a 

On [léul dire qu^f/ n\Y a pas de raison |iour (ju'il eu soit autre* 
ment, quSI sortira évidruimenl à peu près autant de chifïres pairs 
que de chdTres impairs, mais mieux vafiL regarder le fait conrme 
expérimental. Lr principe de raison suffi sa nie ne saurait être 
ici une base sûre, car nous tm connaissons rien des ultimes lois 
du monde physique. Nous ne savons n>éme pas s'il existe de telles 
lois. 

Ainsi nous adiueUmus que dans le cas de deux événements 
coolraires^ égaiement possibles (chiflre pair, cdiilTre impair), le 
rapport du nombre d'arrivées de Tun des ileux événements au 
uiimbre d'épreuves tend vers - ou, ce qui est la même rbose, que 
le rap|)ort dn nombre d\irrivées île l*un des deux évéuemenls au 
nombr*" d'arrivées i\e l\iutre événement lenJ vers un. 

De là, nnni allons dediiin* la (oi de B^rnanlli. 

(considérons, en elfet, des événenienis conlradictoires (Tun 
e\cluiinl les antres), E,, JL^^ E^, tels qu'il n'v ait pas de raison 
pour que Fun se produise pliUôl que Taulre. Faisant abstraction des 
événemenls E^, qui n^inflnent pas sur les événements E^^ je sais, 
d'après le cas parlicnlier déjà étudié, que la diirérenceenlre ['nnîté 
et le rappori du nombre des arrivées des événements Ea au luniibrr^ 
des arrivées des événements E| tend vers zéro. De méme^ la 
diil'érence entre Tunité et le rapport du nombre des événements E| 
an nombre des événements E| lend vers zéro. Donc, la difTérence 
entre 2 (bis Tnnilé el le rapport du nond)re des évênemenis Ej 
et Ej au Jiombredes évéuemenls E, tend vers zéro, et la diirérenee 
entre ^ ftds l'unité et le rapport dti nombre total dus événements 
au nombre d^arrivées de révénemenl E, tend vers zéro. Autre- 
ment dit, si les nondoes d'arrivées des événements E, , E^, Easont 

respectivement /«, (^^ An de ce que i — j^ 1 — j- tend vers zéro, 



je coucUis que 2 7 — un i — 



l.-rh 



, ..„ ^ , tend anssi ver$zéro et 

eulin que-r — >- t tend vers -^ : le rapport du nombre d*arri%*ées 

«I -t- '1 -+- *> J 

de l'événement E, au nombre total des événements (end 



De m. 
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Nous sommes donc fondé à dire : Si des événements contra- 
dictoires Eij Ea, ..., E„ sont en présence, et s'il ny a pas de 
raison pour que Tun se produise plus souvent que les autres (les 
chiffres o, i , ..., ^ de la statistique /?ar exemple), le rapport, dans 
un nombre donné d^ épreuves, du nombre d^ arrivées de l'un quel- 
conque d^ entre eux au nombre total des événements différera 
d'autant moins de la fraction - que le nombre d'épreuves 
sera plus considérable. 

Dernière exiension logique qu'on démontrerait tout sembla- 
blement : Etant donnés des événements contradictoires E<, 
Ea, ..., E;,, SI les événements E^ peuvent être partagés en 
classes Eh, E<2, • • • , E,^ contradictoires et ayant égale chance 
de se produire, si les événements ¥.2 peuvent, à leur tour, être 
partagés en classes Eji, E22» •••^ E^q contradictoires aussi et 
ayant égales chances encore de se produire et ainsi des autres, 
les événements E,, se partageant en classes E,|| , E,,2, • . • , E;,, de 
même nature, si, de plus, les événements partiels En, E<2, • .., 
E|^, E2H Eaa? ..•, Ea^, ..., E^i, E,i2, ..., E,|,, qui sont contra- 
dictoires, ont égale chance de se produire, le rapport, dans 
un nombre donné d'épreuves, du nombre d'arrivées de 
l'événement E| au nombre total des événements différera 

d'autant moins de la fraction que le nombre 

•^ p -\-q -^ . . . -^ s ^ 

des épreuves sera plus grand, et ainsi des autres événe- 
ments Ea, Ej, ..., pour lesquels il faudra considérer les 

rapports > . . . , : c'est la loi de Ber- 

' '^ /? -hçr -h . .. -h 5 ' /? -h y -h . . . -hS 

noulli dans toute sa généralité. 

18. Déûnition de la probabilité mathématique. — On exprime 
le fait d'expérience révélé par la loi de Ber noulli en définissant 
la probabilité mathématique comme le rapport du nombre des 
cas favorables au nombre des cas possibles, étant admis que les 
cas envisagés sont lous également possibles. 

Ce mot probabilité indique seulement que, sur un grand 
nombre d'épreuves, le rapport du nombre d'arrivées d'un événe- 
ment au nombre d'expériences lendra précisément vers le rapport 
du nombre des cas favorables au nombre des cas possibles : et 
rien de plus. 
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Calculer une prohahlble mathématique, c*est donc simple- 
ment chercher le rapport du nombre des cas favorables au 
nombre des cas possibles. 

19- Problème. — Probabilité^ en jetant deux dés^ d^ amener 
un point donné, 

1 t el ï = '2 2 et I = 3 3 et i = I 4 et 1 = ' ^ 

l I et n =? 3 1 et 2 = 4 3 et 'z = 5 i ci u = 

I I et 3 - 4 u et 3 = 5 i et 3 = 6 4 et 3 = 

j r et 4 = 5 '2 et 4 — 6 3 et 4 = 7 4 «^ 4 = 



5 


5 et 1 = 


6 


6et r = 


7 


6 


5 et 1 = 


7 


6 et 2 = 


8 


* 


5 et 3 = 


8 


6 et 3 = 


9 


8 


> et 4 ^ 


9 


6 et 4 = 


ÎO 


9 


5 Cl 5 = 


lO 


6 el 5 = 


1 1 


lO 


S tx 6 = 


I r 


6 et 6 = 


ra 



I 



Il et 5 = 6 2 m 5 = 7 3 el 5 = 8 4 et 5 = 
I I et 6 = 7 a et 6 = 8 3 el 6 = 9 4 et 6 = 

Le nonil>ï'e des cas où I*oiï amené le point 2 (coinbinaisûQ 
t el t) est I. 

Le nombre des cas où Ton amène le point 3 (combinaison 1 el 2, 
a et 1) esl 2, etc. 

Or, les cas possibles sont au nombre de 36- 

Les probabilités des points 

2, 3, i, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
sont donc respectivement {par déjïnition): 



n, 12 



1 


1 


3 


4 


5 


6 


5 


4 


3 


a 


i 


36' 


3G' 


36* 


3(r 


36' 


36' 


36- 


Î6' 


}(i' 


36^ 


36 



I Celle divergence dans la probabilité des divers points explique 
la modération apparente du tt^nancier d'un petÎL jeu rjue les ama« 
I leurs de courses ont vn souvent pratiquer sur les hippodromes. 
^1 Dans un coin Je la pelouse, loin de l'œil des agents (les jeux 
^^ publics <le bavard sonl intt^rdils en France), un ludividn inslalle 
une lable pliante, sur laqyelle tigurenl en deu\ colonnes les 

Inombr<*5 2, 3^ 4i 5, 6 et 8, g, 10, 11, la; le numéro j étant, lui, 
placé au milieu. 
I Le ponte mel nn en/eu sur F une des colonnes A ou B, A par 
exemple, t*l Ton jette les deux dés sur le tapis. 
I Si Piin des numéros de la colonne A sort, le ponte gagne i fois 
!ia mine : on lui double la sonimt' jouée. Si Vun d<*s numéros de 
Jîi colonne B eut le numéro ^ sorl^ le tenancier em[iorlie l'enjeu 
lëposésur le Tableau A. 




ao 
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Instinctivement, le ponte se fait le raisonnement que voici : 
« J^ai pour moi les numéros a, 3, 4? ^t 6, contre moi les numéros 
7, 8, 9, lo, II, 12. J^ai donc 5 chances sur 1 1 de gagner. Si je 





Fig. 3. 
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gagne je devrais retirer les -î^î- de mon enjeu, soit un peu plus du 
double. Mais il faut que le banquier vive et je consens une petite 
concession. Un peu de chance et je serai en gain. » 

Le ponte fait un raisonnement faux. 11 n'a pas 5 chances sur 1 1 
de gagner. Il a, en effet, pour lui les numéros 2, 3, 4? 5, 6 qui 
figurent i-|-2-}-3-}-4-}-5==i5 fois dans le Tableau (T), tandis 
que le nombre des numéros pouvant sortir, des cas possibles, 
est 36. Il a donc seulement i5 chances de gain sur 36 ou 5 chances 
sur 12. 

Le banquier donne i fois la mise. Puisque les chances du ponte 

sont représentées par la fraction — > il devrait donner la mise mul- 
tipliée par-7-y soit i fois la mise plus les \ de la mise. Le ponte 
qui a joué i*^' devrait retirer, s'il gagne, non pas 2^*", mais 



Quel est le gain moyen du banquier? Le ponte a 5 chances, 
le banquier y; 5 de ces 7 chances équilibrent les 5 chances du 
ponte. 11 reste donc 2 chances sur 12 au banquier. Sur 12 coups, 
le banquier en gagnera 5, le ponte en gagnera 5 aussi, le ban- 
quier en gagnera encore 2. Le banquier aura, comme bénéfice, 
2 coups sur I 2 ou I coup sur 6 et, si toutes les mises sont égales, 
il gagnera la sixième partie des mises. Une mise double, triple. 
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équivalant à 2, 3 mises simples, le tenancier du petit jeu gagnera, 
en moyenne^ le | des sommes engagées. 

S'il a de la chance, il gagnera plus du ^ des sommes engagées. 
S'il a de la déveine il gagnera moins, il perdra peut-être. Or, 
l'expérience nous apprend que sur un grand nombre de coups 
chance et déveine se neutralisent. C'est la loi de Bernoulli. Les 
gens qui jouent, tous les jours, au café, le même jeu ne savent-ils 
pas que, en moyenne, ils paient leur petite dépense quotidienne? 
A la fin de la « saison », le tenancier du petit jeu aura donc réalisé 
i\n bénéfice assuré. S'il n*en était pas con\a\ncu par l'expérience, 
il tournerait ses vues ailleurs. 

// connaît, à sa manière, la loi de Bernoulli. 

20. Supposons qu'il s'agisse d'amener le point k avec n dés 
a,, aa, ..., a„. 

Chacun des nombres a peut recevoir 6 valeurs; donc le nombre 
(les combinaisons possibles e.st celui des combinaisons avec rép6- 
litions de 6 lettres /i à n, soit 6". 

Calculons maintenant le nombre N des combinaisons af , a^, . . ., 
an où la condition 

aj H- a2 -h . . . -h «n = ^' 

est vérifiée; pour cela, considérons Tidentité 

I — «1 l — tt l — tn 

le signe ^ désignant la somme de tous les monômes obtenus en 

donnant aux différents nombres a les valeurs i , 2, 3, . . ., iÀ 
Si Ton suppose 

ridentité devient 



et le coefïîcient de t^ dans le second nombre sera le nombre N. La 

N 



N 
probabilité cherchée sera — • 



\,. 
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Exemple. — Quelle est la probabilité d'amener le point 7 avec 
3 dés? 

Le second membre a pour expression 

et ^^ y a pour coefficient 

1.2.3.4 

la probabilité est donc 

21. Problème. — Une urne contient N boules numérotées 
de i d N; o/i tire n boules. Quelle est la probabilité pour que, 
dans ces n boules, se trouvent k boules de numéros donnés 
d'avance? 

N' 
Le nombre des cas possibles est celui . >. ' — n- des combinai- 

^ n\ (M — n)\ 

sons de N objets n k n. 

Le nombre des cas favorables est celui des combinaisons où 
entrent les k boules désignées. Enlevons ces boules de Turne et à 
chacune des combinaisons N — k boules restantes mélangeons 
les Âr boules enlevées; nous aurons ainsi les combinaisons où 
entrent les k boules désignées; comme il reste, après cette suppres- 
sion, N — k boules dans l'nrne, le nombre H de ces combinaisons 
est celui des combinaisons N — k lettres n — k k n — A", ou 









(N-A:)! 






(N-n)!(n- 


*)!' 


de sorte que 


la 


probabilité est 










(N — A:)!/i! 










N!(n-)t)!' 




Exemple : 






N = 10, /i = 4, 

8! 4! 2 
10! a! "~ i5 


k = 



Il faut que tous les cas envisagés soient également probables» 
Voici deux problèmes où une erreur, concernant Tégale probabi- 
lité, pourrait se glisser (tout comme dans le jeu dérivé du jeu de 
dés et usité sur les champs de courses) et entacher les résultats. 
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22. Problème des trois coffrets. — l'rois rojfrets itfenliques A^ 
B, C ont chacun deux tiroirs. Dans chacun des tiroirs de A est 
une pièce d'or^ dans chacun des tiroirs de B est une pièce d^ar- 



gent, dans l'an des tiroirs de C est une pièce d'or, dans l'autre 
une /fièce d'^ar^ent; quelle est la probabilité pour qu*en ombrant 
l'un des tiroirs d'un des coffrets, on y rencontre une pièce 
d'or? ( Bkrtrawo*) 

Six cas bonL f^galeiîit^iit prob;ililes : 



Les trois premiers ca^sont favorable». La probabilité est doue 
3 1 
6 1 

J'ouvre au hsisarrl un Aes six tiroirs, ]y trouve une pièce d'or; 

quelle esl h probjibiblé potir que la pièce (ïii <icu\iem€ Itroir ^oïL 
en argent? 

Trois cas sont égalenu^U probables : 



j'ouvre \%^ pui^ A 3, 
n A^, - Aat, 



j'ouvre Cî, puis Gr^, 



cl un seul cas esl favorabî** : l.i prubabilil*'' est donc ^• 

Il faudrait se garder de dire : h On bien jp suis tombé sur A, ou 
bien je suis tombé sim- C. " Drins le premier eas^ la deuxième 
nif^daille sera en or, ttans U^ deuxième elle *era en argent; la pro- 
babilité est. doue -* 



23. Problème sur le jeu de boules. — Dr ujl- joueurs également 
adroits, P terre et Paul, jouent aux boutes; Pierre a deux 
boules. A, B, <7 lancer, Paul une, B. et la victoire appartient à 
ce iu i des de ux ( lo nt l'une de s bo u les app roc h e ra le p lus pt 'es 
du but. Quelle est la probabilité pour que Paul gagne? 

Six cas possibles^ en rangeant tes boule?» suivant leur ordre de 




'^"^ -■^■^ 
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distance au biil O : 

OABG, OAGB, OBAG, 
OBCA, OGAB, OGBA; 

les deux derniers sont favorables à Paul, donc la probabilité est 

On raisonnerait mai en disant : 

A est plus éloignée du but que C, ou bien G Test plus que A : 

OA > OC ou OA < OG, 
de même 

OB>OG ou OB<OG; 

donc quatre cas possibles, 

OA > OG avec OB > OG, 

OA<OG » OB>OC, 

OA>OG » OB<OG, 

OA<OG » OB<OG. 

Un seul cas, le premier, étant favorable à Paul, sa chance est-; 

4 
or, ces cas ne sont pas également probables, car 

OA > OG avec OB > OG correspond à deux combinaisons OGAB, OGBA, 
OA<OG » OB>OG » une combinaison OAGB, 

OA>OG » OB<OG « une » OBGA, 

OA < OG t OB < OG ù deux combinaisons OABG, OBAG. 

24. Événements également probables. — J'ai parlé d^événe- 
menls également probables. Que doit-on entendre ainsi? N'est-ce 
pas préjuger la question? 

Les cas du Tableau (T)du jeu de dés sont en Meor/e également 
probables. Ils ne le sonr plus si les dés sont pipés. 

Le Calcul des probabilités ne s'inquiète pas plus de ces acci- 
dents que le géomètre ne se préoccupe de tracer une droite sans 
épaisseur. 

En fait, les cas à étudier sont des cas tout d'abstraction comme 
le sont les nombres de l'Algèbre et les figures de la Géométrie. Il 
est vrai que la réalité correspond dans une large mesure à ces 
abstractions : sinon, les sciences mathématiques n'auraient 
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aucune raison d'être. Ce ne serait [il us que vdins jeux de 
Tesprit. 

23. Valeur objectiTe du Calcul des probabilités. — Les ques- 
tions de probain lit è nonf de raison d'être (^uUiuiani gu^elles 
se rapportent à des épreuves répétées. 

Que conclure de leur of>jecti vile? de leur valeur priil!i|ue? 

Je j<^"*^ Ions les soirs au liacc;<raL J*ai inlérêt à connaître les 
ré$ultar^ que me donne le (Calcul des probabilités quant à Toppor- 
Innilè de lirer â j ou à 8, el encore dois-je combiner ces résultais 
avec b mai»ière de jmier de mon partenaire; mais si, égaré p*ir 
hasard dans une syll»! tie jeu, je joue pom' la prenu'ère fuis, étant 
décidé d'il illeurs a ne plus jinn^iis prrudre une carie en mains? 
Tous les coups ne sont-ils pus dVf;ale valeur, puisque le Cnlcid 
des (>robabrlités ne s*a|>pli<[ue qu'aux suites étendues d'évéoe- 
menU? 

La question est oiseuse. Mille événements se renconlrenl où la 
loi de Bf*rnoulli intervient, el ces évi^nements sont, dans une 
certaine mesure, rumpa râbles les uns aux autres. Lp jnueur qui, 
chaque jour, joneriiit ij un jeu diflércul, aurait intérêt à jouer 
chaque jour les c<mi[>s que la ihéorie donne comme les plus fruo- 
rahles : son ^ain serait la moyenne des ^jains nn^yens retalifs à 
chaque couj». 

PwATiQUF.MEWT, Une suite relatii^e à deux événements contra- 
dictoires tombe sous la loi de Bernfntlli quand te nombre 
d^ épreuves atteint 4^»- On dit qu'à Moïincti la séiie île \\o routes 
OU 3o noires consécutives n'est jamais sortie. De (aïI^ la prid>a- 



bililé de révénemenl est — - := 



et il y a peu de ehanees 



10737418^4 ' 

quil se produise avant qu'on ait jcMié %\n nombre de coups com- 
parable au quolient du ehillVe io-3'-4'^'^4 du dénominateur 
par 4*»* 



26* Probabilité nulle. Certitude, — La |>rnbabiliié mathéma- 
lique est une fraction moindre que ufij car le nombr*' des cas 
favorables ne peut être su|>érieur au iiumhre des cas possibles. 

Si tuus les cas sont défavorables, le numérateur de la fraction 
est nuL la probabilité est nulle» Vé^'ènement est impossible. 




^Bè^^êê 



mm. 
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Si tous les cas sonl favorables, les deux lermes de la fraction 
sont égaux, la probabilité est un, l'événement est certain. 

Exemple : Probabilité de tirer un « six » d^un jeu de 
32 cartes : ^: impossible. 

Probabilité de tirer une boule noire d'une urne renfermant 
100 boules noires : — ou i : certitude. 



lOO 



27. Problème de la loterie. — La loterie royale, établie sous 
r ancien régime, supprimée en 1793, rétablie en 1797 ^t 
supprimée définitivement en 1839, se composait de 90 numéros 
dont on tirait 5 au sort; on pouvait désigner i, 2, 3 oa 4 f^^^ 
méros à Vavance et miser sur la combinaison choisie; on 
appelait cela jouer l'extrait, Vambe, le terne, le quaterne. Le 
quine (5 numéros) était interdit; de plus, on ne pouvait 
dépasser 1 2 francs pour le quaterne. 

Les joueurs gagnant l'extrait, l'ambe, le terne, le quaterne 
recevaient respectivement 1 5 fois, 270 /bw, o5oo fois, 76000/0/5 
leurs mises. 

Quelles /probabilités avaient les joueurs de gagner l'extrait, 
Vambe, le terne, le quaterne? 

i" Probabilité de l'extrait simple? 

Le nombre des cas possibles est CJ^, car on peut lirer une 

quelconque des combinaisons des 90 numéros 5 à 5. Le nombre 

des cas favorables est celui des combinaisons de 90 objets pris 

5 à 5 dans lesquelles un des objets désignés à l'avance se 

trouve compris; ôtons cet objet; on aura les combinaisons (et 

toutes les combinaisons) de 89 objets 4^4» donc, la probabilité 

cherchée est 

__ 89.88.87.86 90.89.88.87.86 _ _^ __ _i_ 
^8»:So- ,..^.3.4 • 1.2.3.4.5 "90"" 18' 

2" Probabilités de l'ambe, du terne, du quaterne, du 
quine? 

Cherchons la probabilité de tirera numéros désignés à l'avance. 

Le nombre des cas possibles est encore CJ^. Nous aurons le 
nombre des cas favorables en observant que ceux-ci sont les 
combinaisons de 90 numéros pris 5 à 5 où enirent a numéros 



I 

I 
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désigûés; âU|i|irinions ces numéros; nous aurons des combinaisons 
de po — a objets pris 5 — at à 5 — a. (Nous aurons toules les 
combinaisons de celle nalore, car, en ajoutanl aux combinaisons 
des 90 — at numéros pris 5 — aà 5 — al es numéros ôlés d'abord, 
on retrouvera des résultats qui seront des combinaisons de 
90 numéros pris 5 à 5* Eniin les résultats considérés seront 
distincts, car s^ils ne relaient (>as^ en y rcniellanl les lettres ôtées, 
on obliendrail des cas favorables ijut ne seraient |tas dislincU non 
plus.) La probabihlé cherchée est donc 

Faisant a = 2, 3, 4i 5, on iruiive, potjr les probabilités de 
IVmbe^ du terne, du quateroi', du ijiiine, 



2 

8^' 



I 



Il 748' 



Srio38 



43 949 '268 



Nous verrons plus loin que, dans un jeu éqtfiiable, le gain doit 
être proporlionnr à la probabilité. L'Etal aurait donc dû donner 
18 fois, 801 fois, i j 748 fois, 5i i o38 fuis la mise au lieu de i 5 fois, 
3JO fois, 5 5oo fors, ^5 000 fois. 



I 



28, Problème du jeu de rencontre, — Quelle est la proba^ 
bîlitê pour qu'en tirant n boules de suite dans une arne qui en 
contient ja, marquées i, 2, 3, ..*, u, et remettant la boule 
SORTIE APRES CHAQUE TiKAGE, k numéros désignès sortent au 
moins une/ois? 

I** Si k = if un seul numéro étant désigné, le nombre des com- 
binaisons qui le coatienneki: €st 

car il faut relia ne lier du nombre total a" des combinaisons le 
nombre des combinaisons qu» restent possibles quand le numéro 
désigné est laissé en debors. 

2'' Pour avoir le nombre des combinaisons qui conliennent 
deux numéios désii^ués, il faut retrancher du résultat précédent 
le nombre des combinaisons qui, ne contenant pas le second 
numéro, contiennent le premier, c*esl*à-dire 




lÉk 
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d'où 

|jL/i_ 2 ( ^ — ,)« -H (|jL - 2)« ; 

de même, on aura le nombre des combinaisons contenant 3 nu- 
méros désignés en retranchant de ce résultat le nombre 

(jjt — I)'» — 2 ( jjt — a)" -h ( fA — 3 )» 

des combinaisons qui, ne contenant pas le troisième numéro, 
contiennent les deux premiers; d^où, comme résultat, 

JA» — 3 ( fA — !)« -+- 3 ( JA — 2 )« — ( (Jl — 3 )«. 

3^ La méthode est générale; le nombre des combinaisons qui 
contiennent k numéros désignés est (ce sont les coefGcients du 
binôme qui interviennent) 

jx/i_-X:(^«,)«H_ ^LlAzili(^_a)« — ...±(|A— A:)'»; 

en divisant ce nombre par jx", nombre des combinaisons possibles, 
on aura la probabilité demandée. 

29. Problème des partis. — Jean et Paul sont soumis à, un 
scrutin de ballottage; V urne contient j bulletins portant le 
nom de Jean et p portant le nom de Paul; j est plus grand 
que p et Jean sera élu. Quelle est la probabilité pour que, 
pendant le dépouillement du scrutin^ les bulletins sortent 
dans un ordre tel que Jean ne cesse pas un seul instant d^ avoir 
V avantage? 

Voici la solution de M. André : 

i^ Le nombre des cas possibles est celui des arrangements de 
/ -\-' p lettres où y (représentant le nom de Jean) sont semblables 
entre elles et p (représentant le nom de Paul) sont également sem- 
blables entre elles; ce nombre est 

1.2.3... (y -4-/?) 



1.2.3. . .y . 1 .2.3. . ./? 



a° Nous allons partager ces cas possibles en trois groupes : 
ceux, en nombre N|, où Jean a la majorité au début et la conserve 
tout le temps, cas favorables; ceux, en nombre N2, où le premier 
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bulletin est au nom de Paul, cas défavorables, puisque pour 
ceux-ci Jean perd la majorité au début; ceux enfin, en nombre 
N3, où Jean a la majorité au début mais la perd ensuite; diaprés 
l'énoncé, il retrouve la majorité à la fin de ces cas ; néanmoins, 
ceux-ci sont encore défavorables. On a 

N -uN -uN - U^P^' 

Ni-h Nî-h IN, = -yy-|— , 

et il s'agit de calculer 

N, 



N,-f-N,-hN, 



Évaluons N^ : le premier bulletin dépouillé porte le nom de 
Paul; supprimons-le; il reste y bulletins Jean et /? — i bulletins 
Paul ; le nombre des cas possibles est 

c'est Nj. 

Théorème : 

N,= N,. 

Considérons une combinaison y du troisième groupe Nj (où 
Jean a eu la majorité au début, mais la perd ensuite avant de la 
retrouver à la fin) : 

(y) JJPJP|PJPJJ||. 

Jean a la majorité jusqu'au trait, puis la perd au bulletin suivant 
pour la première fois; à gauche du trait, s'il y a ^bulletins J, il y 
a ^ — 1 bulletins P, soit en tout 2q — i bulletins. 
Formons l'arrangement 

(p) IPJPJJIJJJPJP, 

déduit du précédent en en transposant les deux parties, et appe- 
lons-le dérivé du premier. Le 29* bulletin étant, par définition, 
le premier qui fait penlre à Jean sa majorité, chaque arrange- 
ment a un dérivé, et un seul. 

L'arrangement (fi) appartient au second groupe et, en vertu diî 
la remarque en italique, l'ensemble des arrangements (^) n'est 
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autre que le groupe N2. Donc N2 = Nj et 

* y! (/,-!)! 
Par suite, 



NiH-NjH-Na ■" N,-f-N,-hN, 



yUi>-i)î ' yîi>'- y-^/> y-+-/>' 



n. — PROBABOITÉ TOTALE. PROBABILITÉ COMPOSÉE. 

30. Probabilité totale. — Si les cas favorables à un événe- 
ment se partagent en plusieurs groupes, les groupes réunis 
contenant tous les cas favorables, et chacun des cas favorables 
fîgurant une seule fois dans Tensemble des groupes, la proba^ 
bilité de l'événement^ dite ici probabilité totale, sera la somme 
des probabilités pour quHl appartienne à chaque groupe. 

En eflet, les probabilités partielles, relatives à chaque groupe, 
sont des fractions de même dénominateur 

et la probabilité totale est évidemment 

ai -h aj -+-... -h Un 

JD 

31. Problème. — Probabilité en jetant deux dés d'amener 
un point supérieur à 8. 



La probabilité d'amener le point 9 est ^> 



36' 
36 



10 est A (C/. nM9), 



La probabilité cherchée est donc 

4 3 2 ' _ 'o 
36"^36"^36"^36~36' 
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32. Probabilité composée. — Quelle est la probabilité que je 
tirerai un roi d'un jeu de 32 caries et, qu'ayant tiré un roi, j'amè- 
nerai ensuite le point 7 avec deux dés? 

Cas possibles. — A chacune des 82 cartes du jeu correspond 
l'un quelconque des 36 cas possibles des dés. Il j' a donc 32 x 36 
cas possibles. 

Cas favorables, — A l'un quelconque des 4 rois correspond 
Tune quelconque des six manières d'amener le point 7 : donc 
4x6 cas favorables. 

La pr<»l)abilité est donc 

4x6 46 

ou T^ X Trr» 



32 X 36 3'2 36 

c'est-à-dire le produit des deux probabilités ou — ^0' 

Un événement composé est défini par le concours de plusieurs 
événements simples que le hasard doit produire successivement. 

Le nombre N des cas possibles, lorsque les événements 
SIMPLES SONT INDÉPENDANTS, est le produit dcs nombres de cas 
possibles /i,, /ij, . . ., np de chacune des catégories d'événements 
simples. 

Le nombre A des cas favorables est lui-même le produit du 
nombre des cas favorables ai, a^y , , .-, ap Ae chaque catégorie. 

A 

La probabilité composée ^ est donc le produit 

— X — X.. .X —^ 

des probabilités simples, 

33. Applications I. — Probabilité d^amener une fois le 
point \, et une fois seulement, en jetant quatre dés, 

La probabilité qu'un dé déterminé amènevR le point un est ^; 

la probabilité que lun quelconque des trois autres dés n'amènera 

5 
pas le point i est-; la probabilité qu'un dé déterminé et celui-là 

seul amènera le point 1 est donc 

j_ 5 5 5 
6 ^ 6 ^ 6 ^ 6' 
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La probabilité cherchée, où le dé amenant le point un n'est 
plus désigné, est 4 fois plus grande, soit 

I 5 5 5 _ 125 
^^6^6^6^6""3Ï4' 

34. Problème de la poule. — Trois joueurs. A, B, C, jouent 
aux conditions suivantes. Deux d*entre eux, A et B, jouent 
ensemble, C ne joue pas. Après la partie A, B, le perdant sort 
et il est remplacé par C. Et ainsi de suite, le perdant de 
chaque partie étant remplacé par le troisième joueur. Le jeu 
prend fin quand un joueur gagne deux fois de suite. Quelles 
sont les probabilités pour chaque joueur de gagner? 

1° A a gagné la première partie. Quelle est alors la probabilité 
pour chacun des joueurs B, C de gagner? 

Si A gagne la deuxième partie, il est gagnant définitif; la pro- 
babilité qu'il la gagnera est -; s'il la perd, il peut encore gagner, 

mais il faut pour cela que C gagne la troisième partie, d'où plu- 
sieurs hypothèses comprises dans le Tableau suivant : 





!'• hypothèse. 


a» hypothèse. 


3» hypothèse. 




r* partie .. . 


A 


gagne 


A gagne 


A 


gagne 




2* » ... 


A 


» 


B » 


B 


» 




3' » . . 






G )> 


G 


« 




4' »... 






A » 


A 







5* « ... 






A » 


B 


» 




6« »... 








G 


» 




r » ... 








A 


» 




8« » ... 








A 


» 





La probabilité de la première hypothèse est -y car B peut 
gagner au lieu de A; celle de la seconde est -— = —; celle de la 
troisième est — ; celle de la quatrième est —, . . .; donc, la pro- 
babilité que A gagnera la poule après avoir gagné la partie est 



1 I I I 4 

2 2* 2' 2*** 7 



En dressant un Tableau analogue au précédent, on verrait que, 
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A ajant gagné la première parlie, B a comme chances de gagner 

la poule ^; par suite, C aura comme chances i — ^ — - = -, 

7 7 7 7 

car la somme des chances est i, i représentant la certitude. 

2" Rejetons cette hypothèse que A a gagné la première partie. 

Deux hypothèses : A gagnera ou B gagnera. Si A gagne, 
B sort, C entre et les probabilités pour chacun deviennent 

4 ^ i 

-, -, - . 

7 7 7 



Si B gagne, elles deviennent 



4 2 

-, - . 

7 7 



A peut gagner la poule soit en gagnant la première partie, soit 
en la perdant. Là probabilité de la première hypothèse est - x -; 

la probabilité de la seconde hvpothèse est- x -; la probabilité 

7 ^ 
totale que A gagnera la poule (;sl donc 



4 I 1 I 


*) 


-X--4--X- = 


— 


7 ^ 7 '^ 


Il 



de même, la probabilité que B ji^agnera la poule est—-; la proba- 
bilité que C gagnera la poub* esl donc 

Nota, — On peut envisager le problème sous d'autres aspects, 
par exemple calculer la probahiiité que la poule sera gagnée après 
la /i**™* partie (*). 

A consulter : H. Poincaré, Cnlrul des probabilités ; Paris, 1896. — 
J. Bertrand, Calcul des probahlUtéa; Paris, 1907. — H. Laurent, Traité 
du Calcul des probabilités ; Pinis, 1S73. 

(M Cf. Bkiithand, Calcul des fnnh thiiitcs, p. \i. 
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CHAPITRE II. 

ÉTUDE DES PHÉNOMÈNES [QUI SE PRÉSENTENT 
DANS LA RÉPÉTITION DES MÊMES ÉPREUVES. 



35. La méthode directe, que nous avons employée jusqu'ici, 
fut tout d'abord le seul mojen qu'on appliquait à la recherche de 
la probabilité d'un événement. 

Laplace sut dégager des quelques règles formulées avant lui 
deux principes précis, celui de la probabilité totale et celui de la 
probabilité composée, qui permettent de résoudre les problèmes 
plus simplement que par l'évaluation directe des chances. 

Ces deux principes peuvent, comme l'a montré M. Poincaré, mais 
notre étude n'ira pas jusque-là, être déduits d'une formule unique. 
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SIMPLES. 

36. Notation. — Dans ce qui va suivre, le signe :=: indique une 

égalité approximative. 

• 

37. Nous nous sommes proposé de rechercher la probabih'té 
pour qu'ajant tiré un roi d'un jeu de 3'>. cartes nous amenions en- 
suite le point "j avec deux dés [cf, u" 32). On peut de même calculer 
la probabilité pour qu'ayant, tiré une première fois un roi et que, 
îiyant remis ce roi dans le jeu, on lire encore un roi à la seconde 
('>preuve, un roi à la troisième épreuve, etc., ou, plus générale- 
ment, la probabilité pour que sur ni épreuves on tire a l'ois le roi. 

La solution des cpiestions de cette nature est donnée par les pro- 
positions que voici : 

38. Théorème I. — Les probabilités respectives de deux évé- 
nements contradictoires E, E' étant p et gr, la probabilité que 
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Vés^énement E se produira a /ois dans une série de m épreuves 
{et que V événement E' se produira m — oifois) est 

La probabilité que la première épreuve amènera i*événement E 
est/;; le ihéorème des probabilités composées montre ensuite que 
la probabilité de l'événement E suivi de V événement E' est pq; 
de même la probabilité de la suite d'événements E, E', E est pqp, 
et, en général, la probabilité d'amener a fois l'événement E ,et 
m — a Ibis l'événement E' est /^«gr'»"», cela en supposant que les 
ordres respectifs d'arrivées des événements E^ E' aient été fixés 
à l'avance. 

Si l'on ne suppose rien quant à cet ordre, le nombre des cas 
possibles, c'est-à-dire des suites de m événements dont a sont de 

fçenre E et m — a de i^enre E', étant —rr — -r> on voit que la 

probabilité clierchée sera 

'^«= ,!(r-.)! ^"^'"~'' 

Si /? = y, la probabilité devient, vu la relation p -\- q = i^ 

ml /' V* 
a! (m — a)!\2/ 

39. Application. — Probabilités sur 2, 4» 6, 8, 10 coups joués 
à la roulette d'amener aussi souvent la rouge que la noire. 
Ces probabilités sont 



i!i!2« 
8! 



ou 



I 


4! 3 
2!2!.> = 8' 


6! 5 


2 


3!3!2« ~ 16 


3> 


10! 63 




128' 


5!5!2«» "~ 256' 




128 

256' 


96 80 70 
256' 256* 256' 


63 
256' 



Ainsi, la probabilité décroît quand le nombre d'épreuves croft. 

40. Le nombre représentant la probabilité de l' événement 
est le terme en p^q"*~^ du développement de (/> -^ q)'^. 

3. 
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41. Ce résultat peut être généralisé : 

Les probabilités respectives de /i événements contradictoires E|, 
E3,...,E„ étant /?,,/>3, .. .,/>«(/>! -h />2 4- • -+-/>/!= i), la proba- 
bilité que dans une suite de m épreuves E| se produira ai fois, 
Ea : 0L2 fois, ..., En : OLn fois (a, -h ol^^ . . . -^aL„=m) est repré- 
sentée par le terme en p^*p^*' • ^Pn" du développement de 

42. Théorème II. — Au cas de deux événements contradic- 
toires E, E.de probabilités respectives p et q, le nombre d'ar- 
rivées le plus probable de l'événement E dans une série de 
m épreuves sera l'entier de la forme 

{m-hi)p — r (r£o^i). 

Si a</?(/n -+- 1), Ta croît avec a; en effet, 

T« 






s'écrit 



a q ai p at p 

OU enfin 

aL<p(m-ht). 

T 
Si a > (m -H i)p — 1 , T» décroît quand a croît, car -^^ < i 

s'écrit 



ou 



a-4-1 q ^ 

m — loL'hi)-hip^ m-M ^g 

-<i» »<-> 

«-hi g a-hi p 

< -, (/n-i-i)/>< a-hi 



a-Hi /> 
Si donc l'entier a est compris entre les limites 

(rn-hi)/? — I et (/n -+-!)/>, 

Ta sera plus grand que Ta_i et par suite que Ta.a, etc., el plus 
grand aussi que Ta+i el par suite que Ta^2i etc. 

Ainsi le maximum de Ta répond au cas où l'entier a est compris 
entre les limites assignées, c'est-à-dire est de la forme 

(m-hi)/? — r (o<r<i). 
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Si les nombres (m -h i)/? — i et {m -h \)p sont entiers, 

sont l*un et l'autre plus grands que les nombres Tq(, où a diffère de 
(m-f-i)/? et de (m-hi)/? — i. lis correspondront au maximum 
cherché. Ici, /• = o ou r = i . Si yo = /y = -> a, étant de la forme 

r. . . . , m -\ /•, m -h I — r, 

selon que m est pair (m = im') ou impair (2/w"-|- i), sera égal 
dans le premier cas à m! et dans le second à m"-h i . 

43. Dans une série de lo coups joués à la roulette, quel est le 
nombre d'arrivées le plus probable de la rouge? 

Ce nombre sera représenté par l'entier de la forme 

i|i — r (o<r<i), 

c'est-à-dire 5. 

Cependant la probabilité d'amener 5 fois la rouge dans une série 
de lo coups est seulement ; ou -r^. Il est vrai que les probabi- 

lités d'amener 4? 3, 2, 1 fois la rouge, soit respectivement -9 

;, -^» r> seraient moindres, comme le faisait prévoir la 

1024 Ï024 1024 ^ 

théorie. 

* m y 

44. Au cas où l'expression T(x= — j -^ — rr/^"?'""* ^^ rapporte 

à de grands nombres /w, a, pratiquement à m 5 10, a>5, il est 
avantageux de remplacer les expressions A! par leurs valeurs ap- 
prochées 

Dans ces conditions, 



aa(;,i_a)m-a ^/a(m-a) 



p'^r 



le signe :=: indiquant, on l'a dit, une égalité approximative. 

Il est parfois nécessaire de connaître deux limites approchées 
de Ta. On peut former ces limites comme il suit. On a 

1 
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donc 






tf-*a«/>.i:2c"*x e-^»* «Mm — a )'"-« /^^(m — a)«f '*<"'-*' 



___ 1 ~ p»qf^ 

1/1 I V 



e "V« m-a/x— -i/ :/>«^'" *<Ta 



< e"*" X I / '-^ p«ûr« 



V y. Ta 



4o. Probabilité de la combinaison la plus probable. — Sur une 
série de m épreuves, la combinaison probable étant celle où le 
nombre d'arrivées du premier événement est l'entier de la forme 

(m -Hi)/> — /• (o< /-< I) 

et où le nombre d'arrivées du second événement est 
m — (/n-hi)p -h r ou {m-^ijg — (i — r), 

la probabilité de la combinaison la plus probable sera {cf. n° 38) 

[(^m-^i)p — r\\l{ni-hi)g — {i — r)\\^ ^ 

si m est suffisamment grand, on peut prendre sans erreur sensible 
la valeur approchée 

qui représente la probabilité de la combinaison la plus probable 
au cas où mp est un nombre entier. 

La valeur approchée de cette expression [ql ^:e~^qi yJ^Tzq) 
a la forme particulièrement simple 



^itzmpq 



La présence du facteur — = permet d'énoncer ce corollaire : 
^ m 

La probabilité de la combinaison la plus probable tend vers 
zéro quand le nombre d^ épreuves m tend vers l'infini. 
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Celle démonsti*ation, basée sur une valeur approchée, pouvant 
prôler au donlc, nous observerons qu'on peut la justifier comme 
il suit. 

On peut écrire (c/. n" 10) 

71 ! = M n'*e-" y^uTt/i, 

où M tend vers un quand n croît indéfiniment. Dans ces condi- 
tions, l'expression (i) s'écrit 

M, 



MiM) \/'nzmpq 
où M|, M2, IVI3, relatifs aux facteurs 

tendent vers un. L'expression (i) tend donc bien vers zéro quand 
le nombre d'épreuves m tend vers Tinfini. 

n. — THÉOBIE DES ÉCARTS. 

46. Notations. — Dans ce qui suit, le signe :=: indique comme 
précédemment une égalité approximative et le signe n^ est mis 
pour les mots tend vers (cf. n" iO). 

47. La probabilité que l'événement E se produira un nombre 
de fois s'écartant au plus de X de la combinaison où il se produit 
/ fois ou, si l'on veut, que l'événement E se produira un nombre 
de fois compris entre / — X — i et/-f-X-f-i sera 

G/,x = T/_x -h T/-_x^, -+- T/-x-»-t -+-... -H T/-».).-i -+- T/^-x 

= V — nl-^k-kam-l-^X-k- 

*=• 

On peut dire que t5/^x est la probabilité de C écart X relatif à 
la combinaison où l'événement 1^ se produit Ifois, 

Si l=mp^ valeur très voisine, sinon valeur même du nombre 
d'arrivées le plus probable de l'événement E, on est en droit de 
désigner la probabilité que l'événement E se produira un nombre 
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de fois compris enlre mp — \ — i et mp -h X -+- 1 , c'esl-à-dire 

par le nom de probabilUé de C écart \. fsmp,\ est en cflet une 
expression approchée de la probabilité de l'écart X relatif à la com- 
binaison la plus probable. 

48. Expression approchée de ^mp,i- — Cette expression impor- 
tante se prêle mal au calcul. Nous allons en donner une expression 
approchée. 

En premier lieu, évaluons approximativement 

m ' 
' ( mp — A -+- A ) ! ( ni(j -i- a — X ) '. ^ 

en nous basant sur la formule 

1 



où M tend vers i quand n croit indéHninient. On aura 

1 

«, _ U^-x-e '"m * 

* //ip-X-»-A^=^ " : i ;— 

I m * 

X 



V"^ mp ) V"^ mq ) 

ptnp-X-hk fÊmq-^\- k \ 

X -^ : X — r X 



n/> — X -f- A ^- - W17 -H A - X 4- - '" 



I 



V /yi/> / \ mq ) 

Or(0, 

log(i-i- J') = a: — — -f- y ~... 

(*) Le lecteur pourra admettre celte formule sans démonstration. Le logarithme 
indiqué est celui qui a pour base le nombre e : loge = i, logi = o. 
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(si I a? I -< 1 , c'est-à-dire si x est en valeur absolue moindre que £//i ) ; 
donc, si 

H={n (iH , 

\ ^ a/ I m^ 'i\ mq ) 3\ mq / "'} 

(\k-^\\<:mp,\\ — k\<mqh 



logH = 



I (A^ — X)* I (A— X)» I (X — A^)» I (X — A')^ 

a /w/> 3 w*y?* **' 1 mq 3 m*ç* 

{A---X^« I a-~X)» (X — A)2 I (X-Av» 

/II/? '2 /II*/?* m^ 2 /n*y' 

9.1\ mp mq I 'il\ mp / \ mq J \ \ 

Si A* — X ne tend pas vers Too, tous les termes écrits tendent 
vers zéro et, logH tendant vers zéro, H tend vers i. Alors 



T,nit-\-^k^ 



yjl m izpq 

Si k — \ tend vers Tinfini avec m, les termes du développement 
précédent ne resteront finis que si le premier d'entre.eux, - — » 

reste lui-même fini ; cela exige que A* et X soient de la forme 

k =:f(m) -+-« /m -*- fi^)y X = /(m) -H a' ^m -h <p'(m), 

, 9(m) 9'(m) , 1 . , j A. . j,n • 

OU ^ > /="^ tendent vers zéro quand m croit indéhninicni; en 



ce cas. 



„g„. . '(^-M» , .(X-*). 



/v/ -h - 



2 m/? i mq 

(A- — X)^ 

(/i 4-^ = 1), 

log 



2 mpq 



2m/>g' 

2/IV 

H^ei- -^ (logtf = i), 

2yi<îr 

I (g — g')* 

Tm/»-X+*'^ y e «A»<7 (M^N/ 1, quand m croît indéGniment), 

M yj'i m tzpq 
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et 

(g— g')* 
e «A>7 

formule exacte si a et o/ sont nuls, car, si A* — X ne tend pas vers 
rinfini, tous les termes du développement de logH tendent vers 
zéro et H tend vers i, tout comme si Ton fait a = a'=o dans la 
formule 

(g~g'>* 
H /N/tf «/"7 . 

Nous écrirons donc 

^'ini'Kpq 
en nous rappelant que X et A* doivent avoir la forme 

où ^ !^K 2-i=J tendent vers zéro lorsque m croît indéfiniment, 
y/m /m 

Dans ces conditions, et toujours approximativement, 






Avec une nouvelle approximation, qui consiste à substi- 
tuer Taire curviligne ABGD à la somme des trapèzes recti- 
lignes AA'DD'i*), 

^îX {k-\\* 

posant k — X = x, dk = dxj puisque k seul est variable, 









-e ^'"pn d.t\, 



mpq 
X 






(^) Le lecteur pourra admettre sans démonstration ces diverses transformations 
d'intégrales. 
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Si Ton pose enfin 



43 



^'X tnpq 



= ^ 



v^i //./*./ 






Celte formule suppose que -= tende vers une limite finie 



Fig. 5. 




quand m croît indéfiniment. En effet, si -= tend vers zéro, Tin- 

y m 

légrale tend vers zéro, et, si —= tend vers l'infini, l'intégrale tend 

/— 
vers — > Tm/»,x ^end vers 1 , vers la certitude. 

En particulier, X peut avoir Tune des formes . 

a, am^y arn^^ am^, am", . . . , ' ani •*" , . . ., 



où a est une constante quelconque et b un entier positif. 

Telle est, APPROxiMàTiveME^T, la probabilité que l'événe- 
ment E se produira un nombre de fois s' écartant au plus de X 
du nombre d'arrivées le plus probable de l'événement E ou, 
comme l'on dit souvent, telle est la probabilité approchée de 
l'écart X. 

De même, la probabilité approchée d'un écart X d^un sens 
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déterminé, soit en plus, soit en moins, serait 



aX 



Vt'up'f 



e-f'dt. 



49. Nous ignorons forcément le degré d ^approximation que 
donne cette formule. 

Une application nous fera pressentir qu^elle est exacte pour de 
grandes valeurs de X. 

Il est nécessaire que la somme 



/ 



kl'-- 



dt 



des probabilités de tous les écarts possibles représente la certi- 
tude. On doit donc avoir 



^_f.-'V/ = .; 



il en est bien ainsi, comme le monlre la tliéorie des intégrales 
eulériennes (*). 

« L'épreuve réussit mieux qu'on n'était en droit de l'espérer; 
toute formule approchée doit en effet laisser craindre une erreur. 
Le résultat, ici, est rigoureusement exact », dit J. Bertrand. 

50. Voici le Tableau des valeurs numériques les plus usuelles 
de la fonction 






du. 



Ki),00... 
^0,01... 

0,02... 

0,03... 

0,04... 

0,05... 

0,06... 

0,07... 



e. 
0,0000000 
0,0112833 

, 0'22564 4 

o,o3384io 
o,o45ïio9 
0,0563-18 
0,0676215 
0,0788577 



0,08.. 
0,09.. 
0,10.. 
0,11.. 
0,12.. 
0,13.. 
0,li.. 
0,15.. 



e. 

o , 090078 I 
o, 10 12806 
0,11 2463o 
o, i23623o 
o, 1347584 
0,1458671 
0,1569470 
0,1679959 



II. 
0,46.. 
0,17.. 
0,18.. 
.0,19.. 
0,20.. 
0,21.. 
0,22.. 
0,23.. 



e. 
0,1790117 
0,1899923 
0,2009357 
0,2118398 
0,2227025 
0,2335218 
0,244-2958 

0,2550225 



(') Le lecteur pourra admettre ce résultat sans démonstration. 
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STITTON 1ÏE8 MEMES 


épRBtrvBt. 





^ 


■ 


e. 


u. 


e. 


u. 


B, 


^^1 


■ 


o , 2657000 


0,68.. 


.. 0,6637820 


1,12.... 


0,8867879 


^^H 


m 


o,!i763a63 


0,69. 


... 0,6708399 


1,13.... 


0,8899707 


^^^1 


m. 


0,2868997 


OJO. 


. .. 0,6778010 


1,14.... 


0,8930823 


^^^B 


!• w * * 


0,7974 i8-i 


0,7Î.. 


. -, o,P8î6654 


1,18.... 


0,8961238 


^^^B 


• t. - * 


0,3078800 


0,72., 


.• 0,6914330 


1,16.... 


0,8990962 


^^^1 


^^^ML'* 


0,3182834 


0,73. 


. .. 0,6981038 


1,17.... 


0,9020004 


^^^B 


^B. 


0,3286267 


0,74. 


. .. 0,7046780 


1,18.... 


0,9048374 


^^^1 


1^. 


0,3389081 


0,75.. 


. .. 0,7111556 


1,19.... 


0,9076083 


^^^B 


ter' 


0,3491159 


OJG,, 


.. 0,7175367 


l,m... 


o,9io3i4o 


^^^B 


Bv 


0,3592785 


0,77.. 


. , 0,7238216 


l.^l 


0,9129555 


^^^B 


Hl 


0,3693644 


0,78.. 


. . o,73ooïo4 


1.22.,.. 


0,9155339 


^^^1 


^^K* 


0,3793819 


0,^X. 


.. o,736io35 


1,23... 


O,9i8o5oi 


^^^B 


HL 


0,389^296 


0,80.. 


.. 0,7421010 


1,24..., 


o,9>o5o52 


^^^B 


^K 


0^3992059 


0,H1.. 


.. 0, 7480033 


1,25.... 


0,9229001 


^^^1 


^■i 


0,4090093 


11,8^.. 


.. 0,7538108 


1,26.... 


o,9'j(5i359 


^^^B 


^K 


0,4187383 


0,83.. 


., 0.7595238 


1,27.... 


0,92751 36 


^^^H 


^K 


0,4283912 


0,84.. 


.. 0,7651427 


1,28.... 


0,9297342 


^^^1 


!• • • - 


0,4379690 


0,85.. 


.. 0,7706680 


1,29.... 


0,9318987 


^^^B 




0,4474676 


0,86.. 


.. 0,7761002 


1,30..,. 


0,9340080 


^^^H 


■î 


0,4568867 


0,87.. 


.. o,78r4398 


1,31..., 


0, 9360632 


^^^^H 




0,4662251 


0,88.. 


.. 0,7866873 


1,32.,.. 


o,938o652 


^^^^H 




0,4754818 


0,89.. 


.. 0,7918432 


1,33.... 


0,94001 5o 


^^^B 


L,.. 


0,4816555 


o,m. 


., 0,7^69082 


1,34.... 


0,94 «9' 57 


^^^Ê 


L*.. 


0,4937451 


0,91.. 


.. 0,8018828 


1,35..,. 


0,9437622 


^^^B 


■K 


o,5ojt7J98 


0,92.. 


.. 0,8067677 


1,36.... 


0,9455614 


^^^B 


^H 


o,5n6683 


0,93.. 


.. 0,8 M 5635 


1,37.... 


0,94731^4 


^^^H 


^B 


0,5204999 


0,94.. 


.. o,8iti27lo 


1,38.... 


0,9490160 


^^^1 


^K 


0,5292437 


o,a^.. 


.. 0,8208908 


1,39.... 


0,9306733 


^^^B 


^B, 


0,5378987 


0.96.. 


.. 0,8254236 


1,40..., 


0,952185 1 


^^^B 


^B 


0,5464641 


0,07.. 


.. 0,8298703 


1,41,.., 


0,9538524 


^^^1 


^H 


0,5549 V 


0,98.. 


. . 0, 834231 5 


1,42..,, 


0,9553762 


^^^B 


^H 


0, 5633133 


0,99. 


.. o,8385o8i 


1,4;^..., 


0,9568573 


^^^H 


^B 


0. J7r6r57 


1,00.. 


. . 0,8427008 


1,44,,.. 


0,9582966 


^^^Ê 


^B 


0,5798158 


1,01., 


. . o,8468ioj 


1,45.... 


0,9596950 


^^^B 


^B 


0. '18792-^9 


I,U'2. 


. . o,85o838i» 


1,46... 


0,9610535 


^^^B 


^B 


0,5959365 


I,«KL, 


. . 0, 8517842 


1.47. .. 


0,11623729 


^^H 


^B 


o,rH>3H56i 


IJH.. 


, 0,8586499 


1 , WS. , . . 


0,963654 1 


^^^1 


^B 


o,6n68f2 


l,o:i.. 


. . 0,8624360 


1,49,... 


0,9648979 


^^^B 


^B 


0,6j94ii4 


1,06.. 


. - 0,8661435 


i,5(J.... 


o,966jo52 


^^^B 


^B 


0,6170^63 


1.07.- 


.. 0,8697732 


1,51,... 


0,9672768 


^^^B 


^B 


0. 634 5857 


I,0H . 


. 0,8733261 


I,K2..., 


0,9684135 


^^^B 


^B 


O,64'>0292 


1,(19.. 


. . o,H7(i8o3o 


^,^3.... 


0,9695162 


^^^B 


^B 


o»6493765 


MO,. 


. . 0,880 20 5o 


1,.-S4.... 


0, 9705857 


^^^1 


1 


0,6566^75 


IJi*. 


,. 0, 8835330 


l,i%5.... 


0,97 r 6227 


J 
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1,36. 
i,57. 

1,58. 
1,59. 
1,60. 
1,61. 
1,62. 
1,63. 
l,6i. 
l,6îi. 
1,66. 
1,67. 
1,68. 
1,69. 
1,70. 
1,71. 
1,7«. 
1,73. 
l,7i. 
1,75. 
1,76. 
1,77. 
1,78. 
1,79. 
1,80. 
1,81. 
l,8â. 
1,83. 
1,84. 
1,85. 
1,86. 
1,87. 
1,88. 
1,89. 
1,90. 
1,91. 
1,92. 
1,93. 
1,94. 
1,95. 
1,96. 
1,97. 
1,98. 
1,99. 



e. 

0,9726281 
0,9736026 

o, 9745^70 
0,9754620 
0,9763484 
0,9772069 
0,9780381 
0,9788429 

0,9796^*8 
0,9803756 
0,9811049 
0,981810.4 
0,9824928 
0,983 1626 

0,9837904 
0,9844070 
0,9850028 
0,9855785 
0,9861346 
0,9866717 
0,9871903 
0,9876910 
0,9881742 
0,9886406 
0,9890905 
0,9^9^^45 
o,9^99nî 
0,9903467 
0,9907359 
0,9911110 

o,99»47'^-^ 
0,9918207 
0,9921562 
o,99'>'4793 
0,99^7904 
0,9930899 
0,9933782 
0,9936557 
0,9939226 

o,994i79i 
0,9944263 
0,9946637 
0,9948920 
0,9951114 



2,00.. 
2,01.. 
2,02.. 
2,03.. 
2,04.. 
2,05.. 
2,06.. 
2,07.. 
2,08.. 
2,09.. 
2,10.. 
2,11.. 
2,12.. 
2,13.. 
2,14.. 
2,15.. 
2,16.. 
2,17.. 
2,18.. 
2,19.. 
2,20.. 
2,21.. 
2,22.. 
2,23.. 
2,24.. 
2,25.. 
2,26.. 
2,27.. 
2,28.. 
2,29.. 
2,30.. 
2,31.. 
2,32.. 
2,33.. 
2,31.. 
2,35.. 
2,3(5.. 
2,37.. 
2,38.. 
2,39.. 
2,40.. 
2,41.. 
2,42.. 
2,43.. 



e. 

0,9953223 
0,9955248 

o,9957»95 
0,9959063 
0,9960858 
0,9962581 
0,9964235 
0,9965822 
0,9967344 
0,9968805 
0,9970205 
0,9971548 
0,9972836 
0,9974070 
0,9975253 
0,9976386 
o, 997747'^ 
0,9978511 
0,9979^05 
0,9980459 
0,9981372 
0,9982244 
0,0983079 
0,9983878 

0,998464*2 
0,99^ ''373 
0,9986071 
0,9986739 

",9987377 
0» 99^7986 
0,9988*68 

0,9989» '^4 
0,9989655 
0.9990162 
0,9990646 
0,999» «07 
0,999*548 
0,999 '968 
0,9992369 

0,999273» 
<»,9993ii5 
0,9993462 

0,9993793 
0,9994108 



2,44.. 
2,45.. 
2,46.. 
2,47.. 
2,48.. 
2,49., 
2,50.. 
2,51.. 
2,52.. 
2,53.. 

2 :i4.. 

2,55.. 
2,56.. 
2,57.. 
2,58.. 
2,59.. 
2,60.. 
2,61.. 
2,62.. 
2,63.. 
2,61.. 
2,65., 
2,66.. 
2,67.. 
2,68.. 
2,69.. 
2,70.. 
2,71.. 
2,72.. 
2,73.. 
2,74.. 
2,7:».. 
2,76.. 
2,77.. 
2,78.. 
2,79.. 
2,80.. 
2,81.. 
2,82.. 
2,83.. 
2,84.. 
2,85.. 
2,86.. 
2,87.. 



e. 

0,999440» 
0,9994694 
0,9994966 
0,999^226 
0,9995472 
0,9995707 
0,9995930 
0,9996*43 
0,9996345 
0,9996537 
0,9996720 
0,9996893 
o,9997o5« 
0,9997215 
"'9997364 
0,9997505 
0,9997640 

0,9997767 
0,9997888 
0,9998003 
0,9998*12 
0,9998215 
o, 99983*3 
0,9998406 
0,9998494 
0,9998578 
0,9998657 
0,9998732 
0,9998803 
0,9998870 
0,9998933 
0,9998994 
o, 9999051 
0,9999105 
0,9999" 56 
0,9999204 
0,9999250 
0,9999293 
0,9999334 
0,9999372 
0,9999409 
0,9999443 
0.9999476 
0,9999507 
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<i8 CALCUL DBS PROBABILITÉS. 

51. Ce Tableau permet de résoudre approximativement plu- 
sieurs questions importantes se rapportant au Calcul des proba- 
bilités. Laplace a montré comment on pouvait le calculer à l'aide 
de séries appropriées. 

ExRMPLE. — La probabilité d'un événement est o,45 et ta 
probabilité de r événement contraire est o,55. On fait entre 
eux 20 000 épreuves; quelle est la probabilité que C écart 
dépassera looo en faveur de l^ événement le moins probable? 

La probabilité d'un écart de sens donné inférieur à looo est 
approximative me n t 



donc momdre (iiic -2^^-i-:-^ 

D'autre part, si m est très grand, la probabilité que l'écart sera 

compris entre o et mp est, à Irôs peu près, -, puisque mp est une 

valeur très voisine, sinon la valeur même du nombre d'arrivées le 
plus probable de Tévénement de probabilité />. 
La probabilité cherchée 

l _ ",909099- •' 

est si voisine de zéro que révénement doit élre regardé comme à 
peu près impossible. 

52. — Écart probable. — On a 

e(o,47<>9363)= i. 
L'écart a, défini par l'équation 

, =0,4769363, 

)/ifnp(j 

a donc probabilité égale d'élre ou de ne pas être dépassé. 

Exemple, — A. la roulette, l'écart probable relalifà une série 
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de 32 coups sur rouge et noire est 

a = 0,4769863 xi/a.iif - = 1,8077 

on deux. 

Sur i'2 coups, la différence entre les nombres de rouges et de 
noires sera donc le plus souvent \, 

53. Écart moyen. — On nomme ainsi la valeur probable de 
Fécart ou l'expression 



/£^ = 0,79789 }/nipq, 

A la rouletle, l'écart mojen relatif à une série de 32 coups est 
0,79789 X '^v^ = 2,04...; 
ce nombre sera la moyenne des écarts. 

54. L'écart probable et l'écart inojen sont l'un et l'autre pro- 
portionnels à la racine carrée du nombre des épreuves. Leur rap- 
port est 0,8463. . . . 

o5. Nombre probable d'arrivées deTéTénement de probabilité p. 
— On peut représenter ce nombre par 



mp ± p ^•xrnpq^ 

où p est un fadeur indépendant de m, p^ q, 

La probabilité pour que le nombre d'arrivées soit compris entre 
les limites indiquées par cette formule, soit 






% f e-^'dt = e(p), 



est un nombre fixe indépendant de m, /?, q. 
Ainsi, de ce que 

e(o,477)= -' e(i,i63)= -, s('x,Va:)= -2^» 

•>». 9 lOUO 

on conclul que, /Jans une série quelconque de ni épreuves, il v ii 

respeclivemenl i à parier contre 1,9 a parier contre i, 1000 à 

De m. 4 
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parier contre i que l'événement de prol)abilité p ne sortii-a pas des 
limites 



mp d: o , 4 77 v^'2 nipq , mp rb i , i G'i ^impq^ mp dr 2 , 39-7 /'-* "'/'Ç- 

56. Écart absolu, écart relatif. — Uécart absolu n'est autre 
que V écart, déjà défini. 

Vécart relatif est le quotient de l'écart absolu par le nombre m 
(répreuves. 

Uécart absolu probable croit indéfiniment avec le nombre 
des épieuves, Uécart relatif probable, quotient de l'écart 
absolu probable par le nombre des épreuves, tendra vers zéro. 

En effet, l'écart absolu probable a pour expression 



0,47^9303. . . X yf^ïmpq 
Cl l'écart relatif probable a pour expression 

I). ^7(>9'$nj. . . X y/xinpif ^ o,47^>93r>3. . . yfTpq 

Semblablement, l'écart moyen croit indéfiniment, et son 
quotient par le nombre des épreus^es tend vers zéro, 

m. — THÉORÈMES DE BERHOÏÏLLI ET DE POISSOH. 

o7. Nous énonçons, d'après Cournot (*), les théorèmes de 
J. Bernoulli (2) : 

J. Quand lUirri\ée de V événement A ou de l'événement \\ 
dépend d'une épreuve aléatoire et qu'on répète plusieurs fois 
r épreuve, la répartition qui offre la plus grande probabilité 
est celle pour laquelle le rapport du nombre des événements A 
au nombre des événements B est égal au rapport de la proba- 
bilité de A à la probabilité de B, ou en diffère le moins pos- 
sible. Les probabilités des autres tépartitions vont en dimi- 
nuant à mesure que le rapport du nombre des événements A 

<•) Couii.NOT, Exposition de la théorie des c/iances, p. 54- 
(') Ces théorèmes ont été indiqués par Jacques Bernoulli dans la quatrième 
Partie de son Livre Ars conjectandi, imprimé après sa mort, en 1713. 
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à celui des événements B s'écarte davantage du rapport de la 
probabilité de K à celle de B. 

Soient p et q les probabilités respectives des événements con- 
liadictoires A, B. On fait m épreuves. 

La répartition la plus probable est celle où le nombre d'arri- 
vées de Tévénement A est l'entier 

(/H-hi)/? — r (o<r<ij, 

le nombre d'arrivées de B élant l'entier 

(m-M)y-(i-r> (c/. no42). 

Le rapport de ces deux nombres est 

g {m-r-\)(j — y\ — r) <j 

La répartition qui, après celle-ci, est la plus probable [le 
nombre d'arrivées de l'événement A étant diminué : le cas où il 
serait augmenté donnerait lieu au même raisonnement [cf, n" 42)] 
est celle où le nombre d'arrivées de A est l'entier 

(/n-M)/> — /• — I, 
le nombre d'arrivées de B étant 

{m-^i)q—{\ — r)-r- i. 

Tflt croît, en eflet, avec a quand a <y5(//i -4- i) (c/. n" 42). 
Le rapport de ces deux nombres est 

P (I — /• ) /' — qr — I I 

(•2) - H '- X - . 

^r ( m -H I ) y — ^ I — /•; -+- I ^ 

Semblablement, pour la répartition la plus probable après celle- 
ci (le nombre des événements A ayant diminué), le i*apport prend 
lu forme 

p (x^ r)p — nr— >. 1 

(3) -H ^ X -> 

q {ni-\-\)q — {i — r) -H i q 

etc. 

Ainsi, les rapports (i), (2), (3) vont en diminuant, puisque 
leurs numérateurs diminuent à chaque fois d'une unité et puisque 
leurs dénominateurs croissent au contraire à chaque fois d'une 
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unité. Donc ces rapports s'éloignent du rapport - de la probabilité 
de Tévénement A à la probabilité de Tévénenient B. 

11 en est de même dans le cas où le nombre d'arrivées de l'évé- 
ncment A dépasse la répartition la plus probable. 

58. II. A mesure qu'on multiplie les épreuves, le nombre 
des répartitions possibles augmentant, la probabilité de 
chaque valeur, pour le rapport du nombre des événements A 
à celui des événements B, va en diminuant, mais d'autant 
plus rapidement que le rapport en question s^ écarte plus du 
rapport entre les probabilités de A et de B, et d'autant plus 
lentement qu'il s'en rapproche davantage, 

La probabilité (pie sur m épreuves l'événement A se produira 
moL fois (o<;a<;i) est donnée par l'expression approchée 

(c/. n« 44) 

r« ffi'" s/ m 



v/^ 






Ici, Tévénement B se produit m — ma fois et le rapport du 

nombre d'arrivées des deux événements est 

I — a 

Faisons m -^ k épreuves. Si l'événement A se produit 
(m -i- A") P fois, Tévéneiuent B se produira [m -\- k) — (m -h k) ^ fois 
et le nombre des deux événeuients sera x. 

Les rapports ■ __ > __ , ne pourront ôtre égaux que si a = P; 
ma étant nn entier (ît (m -j- A) ^ = (m -i- k)% étant lui-même un 
entier, Âa devra être un en lier. 

Si k est le plus petit entier tel que koL soit entier, 2Â"a, 
3Aa, ... seront cux-niêuies des entiers, et ce seront d'ailleurs les 
seuls de la foruie Ha, où II est un nombre entier. 

Les séries composées de m, m -f- A", m-f-2Ar, m4-3A*, ... 
épreuves seront donc les seules où l'on pourra rencontrer les 
répartitions 

mx événements A et m — ma événements B, 

(m-f-A)a )» A et m -t- A — {ni-^k)oL » B, 

(/w-H'iA)a » A et m H- 2 A — (m -+-2 A )a » B, 
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OÙ le rapport du nombre d'arrivées de révénement A au nombre 

d'arrivées de l'événement B est constamment 

I — a 

Or, 



— ^ m'" / m 
TiMa^C"'" — 1/ p'»«<7 



, /Il fll flf /H — ut fll 



OU 



de même, 
donc 



Tf/w 



Étudions la fonction de p 



dont la dérivée est 

I 



a»(i — a/ 



r />*-•(«-/>)-«(« -iP). 



Quand p <^OLy la dérivée étant positive, la fonction croît; quand 
/>>a, la dérivée étant négative, la fonction décroît (c/. n° 14); 
la fonction est donc maximum pour ^ = a. Or, pour ^ = a, la 
fonction prend la valeur i. Donc i est un maximum et 



a«( 
Par suite. 



— ! pa/i _x,)i-a<:i 



Tma " V m -H A- ^ ' 

donc, la probabilité que le rapport du nombre d'événements A 
au nombre d'événements B sera —— décroît quand le nombre 
d'épreuves passe de m à m-^ k. 
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De même quand on passe de m -f- A- à ni -\- 7.k épreuves, et 
ainsi de suite, 
La fonction 



a«(i — «)•-« 

élanl d*aulanl moindre qiieyy c.>t plus éloigné de a, ou, ce qui est 
la mérae chose, que a est plus éloigné de/?, la probabilité que 
le rapport du nombre d'événements A au nombre d'événe- 
ments B sera décroît cVautant plus iHte, quand le nombre 

des épreuves croît, que ol s^écarte plus de la probabilité p de 

l'événement A ou que le rapport du nombre d'arrivées 

-de l'événement A au nombre d^ arrivées de l'événement B 
s'écarte davantage du rapport — des probabilités respectives 
des événements A, B. 

o9. III. On a une probabilité toujours croissante que le 
rapport du nombre des événements A à celui des événements B 
ne s'écartera pas du rapport de leurs probabilités respectives 
/>, q au delà de certaines limites donnt'es; et, quelque resser- 
rées qu'on prenne ces limites, la probabilité dont il s'agit 
pourra approcher de l'unité autant qu'on le voudra, pourvu 
qu'on augmente suffisamment le nombre des épreuves. 

Cette proposition est la base du Calcul des probabilités, car, 
en la regardant comme un fait d'expérience, nous avons 
défini à son aide la puobauilité mathématique. // est bon de 
constater, comme nous allons le faire, qu'elle est une consé- 
quence de la définition de la Probabilité. 

Soient/? et y = i — p les probabilités de deux événements con- 
tradictoires A, B. La probabilité (|ue sur m épreuves successives B 
«e présentera a fois et A, m — a fois, est représentée par le terme 
«n p'^'^q^ du développement du binôme (p -i- q)"^ et est donnée 
par la formule 

ol\ (m — a ) I '^ ' '' 
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On en déduit 



(I) 



Ta _ 'f^ — 3t -+- I 7 _ "i — 2t ■ 



Ta I ~" a p~ a i — q 

rapport >- i ou < i selon que 

a < (m 4- 1)7 ou >(m-hi)7. 

Le plus grand terme sera donc T„, n étant le plus f5;rand entier 
contenu dans {m-^\)q. Ce nombre n sera >(/wH-i)<jr — i, 
mais ^(m 4- 1)9. 

Cela posé, nous allons étudier la somme 

S = T„_x-^...-r- T„-+-T„_^,-i-. . . }-T„-H>_,, 

A rtant un entier fixe ou variable, dont nous donnerons la l'orme 
plus loin. 

Nous allons montrer que 

tend vers o quand m croit indéfiniment; (/? 4- /jr)'"= 1"» étant 
égal à 1, il en résultera que S tend vers i quand m croît indéfi- 
niment, et le théorème précédemment énoncé sera démontré. 

n est l'entier immédiatement supérieur à (/w-|-i)<jr — i ou 
mq — (1 — 7) = i^iq — />; on peut donc poser 



n = mq — /? -+- e, 




d'où 




m — 71 = (m -4- \)p — £, 




/i-T- I = (/n-+-i)7 -h s. 




Il vient alors (1) 




^ ^ m — n q ^ (,n-^\)p — £ q 
1„^,_ in ^^^ ^-^n^,n-^i)q^t p 

£ 




_^ ' (/n-+-i)/? ^ T^ 

T;, £ ^ £ ' 




■ ' (/H -h 1)7 ' ' (/n-hi)>»7 




£ -4- 1 




rr T m — /l — I 7 T, ' (/W-Hl)/> 

T„^,_T„^t ,.^,-^1 ^=^'- £4-1 

(//14-I)7 


£ -^I 

1 ( ■ 


{m-\-\)pq 
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et 

/l -H l-H A p 

e -»- X 



e -f-X e -hX 



(ni-h\)q (m-^i)pq 

Multiplions ces inégalités membre à membre; il vient a Jor- 
tiori, en négligeant e, 

x = X 
Tn4-X-»-i 



<n 



■'" ,., ,+ 



(m-hi)pq 
OU, ce qui est la même chose, 

x = X 



<n 



Tn ^11 X-4-l-:r 

x=l l-H 



{m-hi)pq 



Multiplions ces deux inégalités membre à membre, facteur par 
facteur, et extrayons la racine carrée ; comme 

/ X \ / \-h i — x \ X-t-i 

\'^ (m-^l)pq/ V"^ {rn-¥-\)pq) ' "*" (w -M)/?^ ' 

il vient a fortiori (ï,i< i) 

Celte inégalité est symétrique en /?, q. On en conclut que tout 
terme à une dislance supérieure à\ du terme T„ est moindre 
que 

\ {m-¥v)pq/ 

donc, la somme de tous ces termes (dont le nombre est <^ m) est 
moindre que 



. > 



X \ï 



\ "^ {ni-i-\)pq) 



GHAPITRB II. — REPETITION DES MâlIKS ÉPREtVES. 

c'esl-à-dire 

(/> H- ^)'" - S = I - S < r . 



(•-^r—V-)' 



Ce résultat acquis, soit /un nombre fixe aussi petit qu^on veut. 
Prenons X supérieur à l(m 4- i); on aura 

.-s< ^ . 



[(-À)r 

Quand m croit indéfiniment, le dénominateur croît comme une 
exponentielle et est infiniment grand par rapport à m ; le quotient 
tend donc vers zéro et S tend vers uw (*). 

Nota. — On a donné des démonstrations des théorèmes de 
Bernoulli basées sur l'expression approchée de T^. Ces démon- 
strations n'ont aucune valeur. 

60. En de beaux travaux, MM. Mansion (^) et de la Vallée- 
Poussin (') ont donné des limites inférieures de la probabilité 
d'un écart déterminé. 

La limite indiquée par M. de la Vallée-Poussin est plus resserrée 
que celle indiquée par M. Mansion. 

61. Le cas d'un écart de la forme 



X = {X yjTmpq 

est particulièrement intéressant. La probabilité (|u'il ne soit pas 
dépassé est en efiet 

6mp, |I/lmp7 = -7=. / c ^'^dt. 

Cette probabilité tend rapidement vers la certitude quand le 

(*) Démonstration communiquée par M. de la Vallée-Poussin. — C/. aussi 
Jordan, Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, t. II, n* 183 et suivants, et 
GoKDSEELS, Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XVII, p. 8. 

(') Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XXVI, 2* Partie, 

p. i9»- 
(») Même Ouvrage, t. XXXI, a« Partie, p. 219. 
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nombre [x croîl. En effet, 

^mp,/ï7i^l = 0,84^7008, f^/np.i^ïyip = o,9953îfc23, 

^mp,2^ïy:f, =0,9999779, Gmp, 4 ^/r;;^ = 0,99999998. 



Pratiquement, on peut regarder l'écart is/inipq comme 
n^étant presque jamais dépassé. 

Pour m = 32, m = 5o, m = 73, m = 98, et des probabilités -1 
les écarts correspondants sont 

8, 10, 17, 14. 

Â. la roulette, il n'y a donc qu\ine très faible chance pour que 
sur 32, 5o, 72, 98 coups l'une des billes sorte respectivement 
moins de 8 fois et plus de 24 fois, moins de i5 fois et plus de 
35 fois, moins de 24 fois et plus de 4^ fois, moins de 35 fois et 
plus de 63 fois. 

Il y a en effet 993 à parier contre 5 au moins (199 contre i) 
que ces écarts ne seront pas dépassés. 

Il y aurait plus de 33332 à parier contre i que les écarts 

l'A, i5, 18, Il 
ne seraient pas dépassés. 

Il y a cependant lieu de se rappeler que ces résultats sont 
approximatifs, comme la formule qui leur sert de base. 

On remarquera que, si le rapport du nombre d'arrivées de 
Févénement A au nombre d'arrivées de l'événement B tend vers le 

rapport — des probabilités respectives des événements A, B, 

l'écart moyen 



croît indéfiniment avec m. 

Les limites moyennes du nombre d'arrivées de l'événement A; 
qui sont 

"^P'~\/~zr' ^^ nip-\- â/ '^^^^^y , 
diffèrent de plus eu plus l'une de l'autre. 



CHAPITRE II. — RÉPÉTITION DKS MÊMBS KPRBUVES. Sç) 

62. Théorème de Poisson (démontré par M. Mansion) (*). — 
Dans les applications du Calcul des probabilités aux sciences 
d* observation, on ne peut presque jamais appliquer directe- 
ment le troisième théorème de Bernoulli. La probabilité des 
événements en jeu est, en effet, variable d'ordinaire d'une 
série d'épreuves à l'autre. 

Posons 

io<px^p%Pt<\), 



t=./i/-^=m/^îl:=/.4/ 

V '>pq y -ypxqx V 



^/^î^î 



OÙ m et T sont constants et oii /, /|, I2 sont des fractions respecti- 
vement inférieures k p et q, pt et yi,/?2 et q2' 

L'expression p — / croît ou décroît en même temps que />, 
car 

L'expression 

p-^l= I— (y — /) 

croît aussi avec p; en effet, si p croît, q = 1 — p décroît, et il en 
est de même de q — /; donc p -\- l croit. 
Il résulte de là que 

Pi— h l-p — l'kpi— lu Pi-^li %p -^ l^Pt+ ^» 

et aussi 

m (/>i -+- /i ) ^ m (/? -+- /) g m (/?, -+- /, ). 
Donc, lorsque p varie de p^ à p^^ l'intervalle 
f^ ip — l)i ni(p-+- l) 
est toujours compris dans l'intervalle I plus grand 
^iPi—li), fn{pt-^lt). 
Or, M. Mansion a montré ceci : la probabilité que, sur m 

( » ) Loc. cU. 
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épreuves, le nombre d'arrivées de l'événement A sera compris 
dans rintervalle 

m\p — /), m(p-+' l) 

dépassera l'expression 

où />3 qi est le plus petit des produits p^ qx , p^ ^29 pourvu que : 
1° /soit inférieur à la plus petite des quantités -p\t -qtj - Pti 

2® m soit au moins égal ù 10 et à la plus grande des [uiiiiii 

P\' <IÏ* Pi' ^\' 

La probabilité que, sur m épreuves, le nombre des répétitions 
de TévénementÂ sera compris dans l'intervalle 

fnipi—ii), m(pt-hlf) 

surpassera évidemment P', c'est-à-dire sera de la forme 

P'-hflt (a>o). 

Supposons donc qu'un certain événement A soit soumis, 
ainsi que son contraire, à m épreuves répétées, et cela k fois. 
Supposons que sa probabilité p varie d'une épreuve à l'autre 
dans les limites p^ 2/?^/?2> la probabilité étant invariable lors 
de chaque épreuve : 

Dans chacune de ces séries d'épreuves, la probabilité que le 

NOMBRE d'apparitions DE l'ÉVÉNEMENT SERA COMPRIS DANS l'iN- 

tervalle m (pi — /| ), m (p2 -h I2) surpasse l'expression 

,T 



p'=-4 f éi-f'dt-^ —J- — 



A consulter : H. Poing vrê, Calcul des probabilités ; Paris, 1896. — 
Laplace, Théorie analytique du Calcul des probabilités ; Paris, 1812, ou 
éditions suivantes. 



CHAPITRE m. 

[LES JEUX DE HASARD ET L'ESPÉKANCE MATHÉMATIQUE. 



» 



63* L^ëlude des jeux de hasani a dortnt'r naissance au Calcul 
Ides probabilités, C'esl une de ses plus inléressaiiles a[*(ilicalions. 

11 est évident que, Pierre et I*a(i] jouant une parlie J'ini jeu 
délerniiné, si Pierre a p clianccs de gagner et Paul ij cli. niées de 
gagner, l'enjeu de PieiTL' doit être np et celui de Paul /ry. Kn 
eirel, si Ton joue /; 4- q jiartieà, Pierre en gii^nerfl />, il ^a^tiera 

fois Peiijeu de Pau!, il gagnera^ x nq\ Paul gagnera de même 

X np\ ces deux nombres sont égaux, comme le veut la jtjsticc. 



L — lEUX DE PÏÏB HASAID. 



64» Jeux de dés. — Nous avons parlé de ce jeu précédemment. 
On peut se poser à son sujet diverses questions quo le lecteur 
pourra résoudre sans peine* 




6a. Jeu de la roulette. — Nous examinerorjs seulcuH'ut le jeu 

Ide rouge el noire. Encore îidmelLrons-nous r|ue la roui elle n'ri 
lias de zéro (on sait f|U*à iMonaco \i* roulette porle i8 numéros 
ferouges, i8 noirs el un zéro; quand un numéro rouge, par exemple^ 
torlj les joueurs qui ont misé sur la couleur rouge voient leur 
enjeu duublé, les joueurs qui ont misé sur la couleur noire se 
Voîeni prendre leur mise; si le xéro sort, le.s mises sur rouge et les 
Iiiiscs sur noir sont emprisounées : les jotieurs n\ peuvent [dus 
loucher (*). Au coup sutvani, les joui.'urs dont la couleur sori 
^ehrenl leur enjeu tel quel, les autres le perdent). Supposer 

( ' ) i.9 baaque pread Ujs enjeux des joueurs ikyunl misé «ur u^» nuniém piirlî- 
col ter. 




mim 
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Tabsence de zéro revient à accroître légèrement les chances des 
joueurs. 

Examinons les coups qui peuvent avoir lieu, en supposant le 
premier coup noir. 

Premier coup : 

N. 

Ensemble du premier et du deuxième coups : 

NN, NR. 

Ensemble des trois premiers coups : 

NNN, NNR, NRN, NRR. 

Ensemble des quatre premiers coups : 
NNNN, NNNR, NNRN, NNRR, NRNN, NRNR, NRRN, NRRR. 

Ici, nous avons i coup de 4 noires, 3 coups de 3 noires, 3 coups 
de 2 noires, i coup de i noire. 

En adjoignant à ces coups ceux qui commencent par une rouge, 
nous aurions en plus : 

I coup de 4 rouges, 3 cou|)s de 3 rouges^ 3 coups de 2 rouges, 
I coup de I rouge, ce qui équivaut à : 

I coup de o noire, 3 coups de i noire, 3 coups de 2 noire*, 
1 coup de 3 noires; donc, pour les i6 combinaisons égalemeni 
possibles que peuvent donner 4 coups consécutiTs : 

i coup de 4 noi^'es, 4 coups de 3 noires, 6 coups de 2 noires, 
4 coups de I noire, i coup de o noire. 

Ainsi, comme ou Ta dit plus haut (c/*. n°* 42, 43), il y a plus de 
chances d'amener un coup composé de 2 noires et 2 rouges qu'un 
coup composé de i noire et 3 rouges ou 3 noires et i rouge... 



Pour I coup Hc 4 noires, l'écart est 

u 1 w 3 » P 



(//l=4, p = 2). 



'"/? — 4 = 4 - — 4 = — i 
mp — 3 = 4-. — 3 = — I 
mp — «2 = 4 a = o 

mp — 1=4 1 = 1 

. I 
mp — = 4 o = -2 



Nous 



avons 



ui. 
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donc 

i coup avec l'écart — u ei t aver l'érari j». 



Il y a 6 îî parier cou lie lo que Fécarl sera uni, 8 i» | varier 
"ronlre 8 qu'il sera * ou — ^ i , i 4 contre '2 à parier f^ue Fécarl sera 
^.compris entre — à cl 2, elc. 

H 66. Problème. — Pierre s'assied à une table de roulette; 
^^p/uti-fi jnuer sur l'écart de 4 eoups à venir avec quelques 
chances de i^ain? 

■...'.. 

^1 Si Pierre pouvatL parier que 1 écart o est le plus probablei, *|ue 
^BVcart sera compris entre vt et — -<!, il pourrai I jouer sur l'écart 
^B|vec quelque chauce de g<iin; cela détiendrait des conditinns du 
^Bf*ii| c*est évident. Mais [*ii'rre ne peut que jouer roftge ou jouer 

^B Supposons que noire sorte au prruiier coup, 
^1 h% partie portera sur Tune des 8 combinaisons : 

■ iSNNIH, NNNR, NiNRN, NNRK, NRNN, NK.Ml. NHRN, MiRH. 



Supposons que la coinbiuaisou WNKN sorte. 
Pierre joue k coudjier F écart. Il joue doue, comuie il est 
indiqué en lettres iniuuscules : 






NNRN 

f r r 
fl penl I mise. 

De même pour les autres coups, sauf si rou*;^e sort au second 
poup; alors il s'arrête, car il u\ a plus d*écart à combler : 

NNNN NNNR NNRN NNRR NRNN MiNB NRRN fSRHR 
/* r r r r r r r r r r r r r r r 

— 3 — I — i — I -h i -r- l -t- I -^1 

Kn dessous de chaque combiuaisou, on a indiqué le gain (-h) 
ou la perte {— ). 

Que résullt-t-il de 4-e Tahl*»a[i? Oue les cl tances de perle et de 
'gain se balancent* 

Donc : Pierre ne peut pas Jouer sur l*écart de 4 coups à 




Éft-Jibi 



^db 



Jta^ 



mÊÊÊÊÊÉà 



^Êm 
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venir avec quelque chance de gain. La présence du zéro fail 
même qu'cV est assuré de perdre. 

Ce qui esl vrai de l'écarl de 4 l'est de l'écart de 5, de celui 
de 6, etc. 

67. Avantage du banquier à la roulette (d'après les règles de 
jeu de Monaco). — Quand le zéro sort, personne ne touche aux 
mises. 

Si rouge sort aj)rès le zéroy le banquier rend les mises rouges 
cl prend les mises noires. Il gagne les mises noires, sans rien 
perdre sur les rouges. 

De même si noire sort après le zéro. 

Le banquier gagne donc, en moyenne, la moitié des mises 
chaque fois que le zéro sort. 

J^ zéro sortant en moyenne une fois sur 87 fois, le banquier 

gagne en moyenne la moitié du r- des enjeux, soit le ~ des 
enjeux. 

68. Petits chevaux. — Le jeu des petits chevaux peut tout 
à fait se comparer au jeu de roulette, sauf que le zéro a ici plus 
d'importance : on donne en effet sept fois la mise et le nombre des 
chevaux est 8. On peut jouer quatre numéros à la Ibis, ce qui 
revient à jouer à rouge et noire. 

Il est à remarquer que, dans la plupart des jeux de petits che- 
vaux, un, deux, trois numéros sortent de préférence aux autres, 
ces numéros Viirianl d'ailleurs d'un jour à Tautre. Cela tient soit à 
un défaut de l'appareil, soit au coup de main du banquier. Remar- 
quer ces numéros peut conduire à un gain, que le Calcul des pro- 
babilités ne prévoit pas. 

69. Trente et quarante. — Le trente et quarante se joue, 
comme la roulette et les petits chevaux, entre un banquier et 
un nombre indéterminé de pontes. On y emploie &jeux complets 
quon a mêlés ensemble. Les figures valent dix points; les 
autres cartes, y compris Cas qui compte pour un point, comptent 
pour les points qu'elles marquent. Le tapis porte deux 
cartonSj un rouge et un noir. Les pontes placent leur mise 



id 
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sur la couleur qui leur convient* Cela foit, le banquier tire 
une à une /es cartes du Jeu et les étale sur le tapis, les unes à 
idtr^ dpx autres. Il s^arréte quand la somme des points que 
marquent les cartes dépasse /jo, après avoir atteint 3i ; xY com- 
mence alors une nou\>elie rangée, le nombre de points de la 
remière n* étant pas inférieur à 3i, ni supérieur à 4o» «' 
\ermine la seconde rangt^e comme il a terminé la première. 
La première rangée correspond à la couleur noire et la 
conde à la couleur rouge. 

Si les rangées ont chacune 3i points, le banquier prend la 
oitié de chacun des enjeux. 

Si les rangées ont même nombre de points, sauf 3i , /e coup 
^itst nul; on dit qu'il y a refait. 

Si le nombre de points de la pretnière rangée est pitn 

roche d*' 3î que le nombre de points de la seconde rangée, 

les noirs gagnent et les rouges perdent; le banquier double les 

enjeux du tableau noir et prrnd les enjeux du tableau rouge. 

Les rouges gagnent dans le cas contraire. 

Quelle^ est la probabilité du refait de it^ autrement dit, 
quelle est la chance du banquier? 

Poisson a irouvé poitr valeur cippru€hée du refait Ji le nombre 

0,031967. 

11 sijp[insf fpi'ijn ail r/uin 8 jeux. 

Noms iillon^ Lrailer le probtr-iiie (' ) eti négligeant l'induetice des 
cartes soriifs sur les probabilités des divers points. Nous trouve- 
rons un noinbte sen!*ilileineut égal à celui de Poiî*son. 

Soit Vft lîJ [»robabîlilé pour que, en abattant successivemenL \vs 
I cartes^ la somn»e (ireone à un certain moment la valeur n* 

La somme 1 ne peut se produire qu'au premier coup, si Ton 

abat un as, La probabilité fiour cela est — ; on a 



Pi = 



l'i 



La ,somme 2 peut se produire di-' deuv manières : 2 au premier 



(*) BuRTBAJfD, Caicut des probabitiiéê, p. 35. 
Dr. M, 
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coup; as au premier, as au second. On a 

La somme 3 peut se produire de Irois manières : 3 au premier 
coup; 2 el as; as el 2; 3 as; d'où 

On a, en général, lanl que n est inférieur à 10, 

On trouve ainsi 

P, == 0,076927, P^ = 0,096075, P7 = o, 1 17995, 
Pj = 0,072846, Pj =0,108465, P8 = 0,129226, 
Pj^z 0,089212, Pc =0,11 1424, P»= 0,139166. 

A partir du point 10, les conditions changent; 4 cartes diffé- 
rentes, en effet, les dix et 3 figures, peuvent amener 10 points. 
On a 

Pio= ^-h ^(P,-+-P,-HP,-h...H-P,) = o,38o64i. 
Au-dessus de /? = 10, la formule évidente 



P» = -j ( '^'»-* "^ ^n-t H- ... -H P/»-» ) = J3 P/»-i« 



donne 



Pii = 0,120218, Pi8= 0,151978, P,|= 0,149593, 

P,j= 0,124908, Pi9= o, i56o2i, P,5= 0,151192, 

P,,= 0,129613, P,o=0,2l3024, Pj7= 0,152728, 

Pu = o, i343o4, P,i = o, i4oo33, Pjg = o, 154272, 

P,B = o, 139398, Pj, = o, 142640, P„ = o, 155382, 

Pi6= 0,143167, P„ = 0,145089, Pso= 0,168488, 

Pl7 = o, I47143, Pu = o, 147362, P,i = 0,148218. 

La probabilité d'obtenir 3i étant P3,, celle de l'obtenir 2 fois 



CIIAFITIie III. 



est tP,.)'^^^»t 
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0,0^119686. 



Ce uoinhre dîlît:re peu de celui doiiot- par Poisson. On pent 
donc admeltre tiue le. liaofjiner a 22 chancas sur looo qu'il 
gagnera la — partie des enjeux ou nu peu plus du p-. 

A la roulette (rouge et noire) le banquier gii^^ne le — des enjeux, 

soîl les — — ; le ponte a donc avantage à jouer à la rtuilelle (ronge 
ou noire) plu loi qu'au trente ^^l quitr»nle. 

70. Baccara. — Le Jeu de baccara se joue entre an banquier 
d'une part et des pontes formant un ou deux tableaux. Le 
banquier a devant lui plusieurs jcuJt de 52 cartes^ mêlés y et il 
taille^ il distribue les cartes. A chaque coup, il donne deux cartes 
par tableau et en prend deux pour lui-même en les distribuant 
une par une. Chacun dissimule son Jeu, Cela fait^ il addi- 
tionne les points marqués sur ses cartes ^ l*as comptant pour un, 
les basses cartes pour les points qu'elles marquent, les figures 
pour zéro. Toutes les fois que les points additionnés donnent t o, 
on retranche ce nombre. Le maximum possible est donc y. L 'ad- 
dition Jai te ^ deux hypothèses peu^'ent se présenter : ou bien le 
total des points du banquier est S ou 9, ou bien il est inférieur 
à ce chij/'re. Dans la première, le banquier abat son Jeu, Il 
gagne les enjeux de l'un des tableattx si le point de ce tableau 
est inférieur à 8 ; le coup avec ce tableau est nul si le point fin 
tableau est 8; ce tableau galène si son poin^ est 9: e/t ce cas le 
^^ banquier double les enjeux du tableau; de même pour l'autre 
^P tableau, qui est indépendant du premier. Dans la seconde 
' hypoth ése le ban qu ier es t ob lige d' offrir un e carte ; t adversaire 
^H €fbat sUl a 8 ou g et le banquier double les enjeux du tableau; 
^Hâi V adversaire n*a pas 8 ou 9, // accepte ou refuse la carte, ù 
^Hftpi idée : son Jeu est de s^ approcher de 9, sans le dépasser. Le 
^^r^oanquier, s'il nUt /tasS ou 9, peut toujours prendre une carte ^ 
^M on dit : tirer. Ces opérations finies, banquiers et pontes 
^m abattent leurs Jeux, Le banquier gagne et prend les mises si 
' son point est le plus fort (il ne doit j^as di'pa.'ïser 9, on rt- tranche 

10 autant qu'il est |>ossible); il perd et double les mises si son 
point est le plus faible. 




MÊ 



^^à 



^u^ 



^m^ 
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Nous traiterons la seule question que voici : 

Est-il avantageux pour le ponte ou pour le banquier de 
demander une carte quand il a le point 5 ( * ) ? 

Le ponte reçoit deux cartes, le banquier en prend deux. Le ponte 
a le droit de demander une carte qui s'adjoint aux deux premières 
ou de s'y tenir t^n gardant son jeu. 

Le banquier a les mêmes droits, mais il a l'avantage, avant de 
prendre sa décision, de savoir si l'adversaire a demandé une carte 
et de connaître celle qu'il a reçue. 

Tous les points sauf lo (ou zéro) ont comme probabilité, quand 

on donne les cartes, -—- = 0,09467; 10 a comme probabilité 
— - = o, 1479 ' il est aisé de le voir. 

Quand un joueur demande une carte, quel que soit le point 
<|u'il ait, il a la probabilité -^ de le conserver en recevant un dix 

et la probabilité —de le cbanger pour un quelconque des autres 

points, qui deviennent tous également probables. 

A propos de la question posée, il faut résoudre quatre problèmes : 

a. Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelle 
est pour lui la probabilité de gagner et quelle est celle défaire 
coup nul, lorsque le banquier, ignorant quil a le point 5, sait 
qu^ila r habitude, quand il a ce point, de demander une carte? 

p. Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelles 
sont pour lui les probabilités de gagner ou de faire coup nul, 
lorsque le banquier, ignorant quUl a le point 5, croit qu'il a 
l'habitude, quand il a ce point, de demander une carte? 

y. Le ponte ayant 5 et demandant une carte, quelles sont 
pour lui tes probabilités de gagner ou de faire coup nul, 
lorsque te banquier connaît son habitude de demander une 
carte dans cette circonstance, ou 

8. Lorsqu'il croit savoir qu^il n^en demande pas? 

Résolvons le premier problème. 

Le ponte a 5. Le banquier Tignore. En le voyant s'y tenir, il 

(') Bkhtuand, Calcul des probabilités, p. 38. 
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'apprend cpril a 5, 6 ou ^. Ces trois cas ont chacun pour probiï- 
rbilite -• Huit supposilions peuv^mt être faites : le ban*|uier peut 

ivoir o, I, 2, 3, 4^ 5, <i, 7. Les probabililés des huit hypothèses 

1.^.^25 , . î B , 

leiaient -r- pour le iiunit o et — :- pour les autres, au utoinent ou 

I if>9 ' ' liiij *^ ' 

Hes cartes ont étédonuées. Mms on ti^a pas abattu. Les points 8 el c> 

lue soQt pas possibles* Les |)robabilitcs devieoiienl 






el 



i37 



= 0^01679, 



i 



Que fera le banquier? S'il au, i, *2, 3 ou 4* il prendra um 
carte* Il |»oiirta fn^siler s^il a 5 ou 6, et il fijul résoudre celle ques 
trou incidente : dans les circonstances su(»posées, c'est-à-dire le 
oole s*y étant tenu el ayant Tbabitude de ne pas tirer à 5, le ban- 
quier doit-tl tirer à 6, doit-il tirera 5? 

Nous ffrous le calcul pour le cas où le hanijuier a le piunl 6; 
il se compo>c de deux autres : 



Quelle est la probabilité de gagner pour le banquier qui, 
uyani 6, demande une carte dans les conditions supposées ? 
Quelle est la probabilité s^il ne demande pas de carte ? 

Si le banquier ayant 6 ne tire pas, il a la probabilité - de perdre 
Ile ponte ayant 7, - de gagner le poute ayant 5» ^ defairecoup nul. 
Si le banquier ayant 6 prend nue carie, il acquierl la [iroba- 
btlilé -r d'avoir chacun des o points autres que 6 et -^ d'avoir 

elui-lù. 

La prnbabiliié de perdre contre Tadversaire dont le point est 5, 
, 7 doit s*évaluer par réuumération des cas : 

Il a la probnbililé — de perdre avec les points o, i, ^, 3, 4î ^^ 

probabilité ^ [>our avoir, avec le [«oint 5, probiibiliti' - de fain* 

Hpoap ou! et - de perdre; la prubabilité — pour avoir^ avec le 

point 6, probabilité ^ de gagner, ^ defairecoup nul el - de p*-rdre; 

probabilité — pour acquérir, avec le point 7, [»robabilité | de 
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gagner, ^ de faire coup nul; probabilité -^ enfin, de gagner avec 
le point 8 ou avec le point 9. 

La probabilité de gagner est, diaprés cette énumération, 



41 12 ^ _ 4 . 
Ts 3 "^ I3 3 "^ Ï3 ~ 73' 

celle de faire coup nul, 

II 4 I . I 1 _ a 
T33~^733'^T33~'r3' 

La probabilité de gagner éiait -; elle devient -^ : elle a diminué. 

Celle de faire coup nul a également diminué; le banquier dans 
les conditions supposées ne doit pas tirera 6, mais il doit tirer 
à 5, comme le montre un calcul tout semblable. 

De même, si le poûle se tient à 5, le banquier sachant qu'il a 
cette habitude, le ponte a comme probabilités : 

De gagner 0,444694 

De faire coup nul o,o8')907 

De perdre 0,469400 

De même encore, si le ponte qui a 5 demande une carte, le ban- 
quier sachant qu'il a celle habitude, le ponte a comme probabi- 
lités : 

De gagner o, 44^348 

De faire coup nul o, 1*2093 "i 

De perdre 0,434717 

Si le ponte qui a 5 s'y tient, faisant croire au banquier qu'il a 
rhabitude de demander des caries, les probabilités en faiseur du 
ponte sont : 

De gagner 0,489612 

De faire coup nul 0,094890 

De perdre 0,4 '^497 

Si le ponte avant 5 demande une carte en faisant croire au ban- 
quier qu'il a rhabitude de s'y tenir, les probabilités en safasi^eur 

sont : 

De gagner 0,447' «3 

De faire coup nul o,i2()463 

De perdre 0,426424 
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le 
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jC lecteur jioutTa hnre, a titre cl exercices, les calculs f|iii con- 
-duisent à ces résullals, et qui sant en fout seiul>l;j|»l*'s à ceux indi- 
lités au diébuL 

El si le banquier ignore ce que fait le ponte qunnd il a 5? On 
ne pciU rien dire. On ne peut calculer la chiince du ponte qui n 5, 
car elle dépend de la chance incidculaUle que le ponte a de tirer 

5* 

En résume : 

Si, àans jouer au plus fin, drs le début de la piirtie, le poole 
déclare fraiichemenl ses hatnLudes^ il doit tirer a 5; 

tSi les convenlionsdii jeu permettent la ruse, il doit se tenir a 5, 
disant croire au banquier, s'il le peut, qn*il a rhabiludede tirer. 
Voici quelques indications ci»inplcinent.iires concernant le jeu 
>ropre du banquier; nous les donnons sans démonslration. 



En aucun cas^ le banquier ne doit s'y tenir â moins de 3, ni 



tirer a 7, 



I 



Dans le cas d'un ponte ne tirant pas à 5, le banquier doit 
%*y tenir : 

Seulement à 3 s* il donne un 8 ou un 9, seulement à 4 sUl 

^ donne un 10 *ou un as, seulement à 5 .v'/7 donne un 2 ou un 3. 

// doit indij/éremmenf s[r tenir ou tirer a 5 s'il donne un ^. 

B il doit tirer seulement à 6 s'il donne un 5 ou si le ponte s^y 

est tenu, et seulement à 7 jr^/7 donne un 6 ou un 7. 

I Quand on a a/faire à un ponte qui a l'habitude de tirer à 5, 
le banquier doit s^y tenir : 
Seulement à 3 s'il donne un 8, seulement à 4 ^'d donne un g 
ou un to^ seulement à 5 s'il donne un as, un 2, un 3, se u lent en t 
a 6 s'il donne un 4y tin 5, un 6, seulement à 7 s* il donne un j 
oti si le ponte s'y est tenu. 

Dans le cas d*un ponte douteux, c'est-à-dire s^y tenant ou 

Iiirant indifféremment à 5, le banquier doit s'y tenir seulement 
Û 3 s* il donne un 8^ indifféremment s*y tenir ou tirer à 3 s^il 
donne un g^ s^y tenir seulement à 4 sUl donne un la ou un as, 
feulement à 5 s\'l donne un i ou un 3, seulement à 6 s'il donne 
un 4 <5W un 5 ou si le ponte s^y est tenu, seulement à y sUl 
donne un H ou un y ('). 
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n. — PARADOXE DE SAIHT-PÉTERSBOURG. RUIHE DES J0ÏÏEÏÏR8. 

71. Problème. — Pierre et Paul jouent aux conditions sui- 
vantes : on jette une pièce de monnaie en Vair. Si elle montre 
face, Pierre donne i franc à Paul, Si elie montre pile, la 
pièce est jetée de nouveau; si face arrive à ce second coup, 
Pierre donne '^francs à Paul; si la pièce montre pile, elle est 
lancée à nouveau et ainsi de suite, La partie est terminée, soit 
après n coups {n est un nombre fixé au début) si face ne s'est 
pas montrée y soit dès que face se montre; si cela a lieu au 
p^^"^^ coup, Pierre donne 2P''* francs à PauL Quel sera le gain 
moyen de Paul? 

Au premier coup, pile et face ont égale chance de se montrer, 
soit -; le gain mojen de Paul pour le premier coup est -• 

Au second coup, qui a une chance sur deux d'être joué, pile et 
face ont égale chance de se montrer, soit encore -; pile et face ont 

donc chacune 

I I 
- X - 
•2 9. 

chance de se montrer au second coup; Pierre payant 2^*^ si face 
arrive, le gain moyen de Paul au second coup est 

I I i 

- X - X 2 = -• 
1 '1 1 

De même, au troisième coup le gain moyen de Paul sera 
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de suite. 
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auf jouent un jeu équitable^ Pciul des?ra 



Si donc Pierre et Pi 



donner à Pierre -francs quand pile se montrera. 

7â. Et si le nombre des coups n^est pas limité? Si l'oh jette 
i^rnéFiJviMENT LA piÈcK jusqu'à ce qdk face se montre? 

Si ri =s 3, Pmil doit donner i'',5o. Cela ne elMHjue pas le bon 
sens. Il [»eut ga^tHT lout un \An> 2^=4'*^- 

Si /l==^^, Paul doit donner 3'^. Il peut gagner cependant a* ^Sa*"', 
Cela prétp déjà i\ réflexion* Sansdonle, en jouant souvent à cejeu, 
il gagnera Uien rarernenl. 3'i*''. Mais, si Pierre dispose seulement 
de Soo''' par mois pour ses plaisirs, celte perle lui sera sensible. 

Pour r/:=i4, PanI peut gagner a*'=8i92'^'" et n*en perdra 
que 7. 

Pour n = 32, Pierre ne pouiTail payer, ijueltpie riche qu'il soit, 
les 2 1474^^6^8'^*' qu'il pourrait perdre, du moins dans Pëtat actuel 
de nos fortunes. Impossible donc lie jouer en supposant /ï = 33, 
bien que Paul n'ait alors que ï&^ à payer au cas où il perdrait. 

Bien plus impossible encore de jouer si Ton ne limite pas n. 

Le cas d'ailleurs devient bizarre. 

Si Ton ne limite pas le nombre de coups^ si n est inlîui, Tenjeu 

de Paul» qui est-* devient lui-même îjitloi et Pctul doit payer 

une somme injlnie à Pierre quand la pièce montre pile. 

On a beaucoup épilogue sur celte question, appelée Paradoxe 

DE SaINT-PkTI hSBOLîWr;. 

La manière doni nous Texposuns éclaircira peut-être les idées 
qu^on se fait i'ommunén»ent à son sujet. 

73, Problème (*). — Pierre et Paul font un nombre illimité 
de parties à un jeu dont les conditions sont équitables; leur 
fortunes sont m et n. Quelle est, pour chacun d'eux, la proba- 
bilité de ruiner Vautre? 

Le jeu devant se prolonjjjer jusqu^à la ruine de IVin des joueurs 
peut être assimilé à une seule partit' d^ins hiquelle ceiui qui 
risque m francs devrait, s'il est vainqueur, eu obtenir nt-\-n. La 

probabilité oue Pieiiv ruinrra sou adversaire est donc • 



wÀàm 



J^ 



74 CALCUL DBS PROBABILITÉS. 

On peut faire directemenl le calcul. 

Soilj^a-la probabilité pour que Pierre ruine Paul au momenl 
où il possède x francs et où Paul, par conséquent, en possède 
m-\- n — X, On pourra écrire 

( I ) rx = pyx^h -H qyx-a ' 

Lorsque Pierre, en effet, possède x francs, il peut, à la fin delà 
partie suivante, selon qu^il la gagne ou qu'il la perd, posséder 
X -^ b ou X — a francs ; il J a donc probabilité/? pour que y^ se 
change en j^j.^^ et probabilité q pour qu'il devienne x — a; l'équa- 
tion en est la conséquence. 

pb étant égal à qa^ car le jeu est équitable, la solution générale 
de (i) est de la forme 

On a, pour déterminer les constantes, 

yo = o, ^//n-/i=i; 
on en déduit 

^ m -h n 

d'où 



y = et p = Yfn = • 

74. Corollaire. — Ruine des joueurs. — Si Paul est joueur, il 
joue contre des adversaires en nombre très grand, disposant 
à eux tous d^un enjeu n très grand. La probabilité 



qu^ il sera finalement ruiné est donc très voisine de un, c^est- 
à-dire de la certitude. Ainsi, tout joueur finit par se ruiner, 
même s'il joue un jeu équitable, un jeu où le banquier n^ait nul 

avantage. Si le banquier a un avantage, — * comme à la roulette, par 

exemple, le joueur perd en moyenne — des sommes mises enjeu et 

se ruine, en moyenne, quand 78 fois sa fortune a passé sur le tapis 
vert. Les coups de tète font que sa ruine est d'ordinaire plus 
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apiii**. Ce *;ant, à notre avis, }rs coups de léle f^ui, dans un jeu 
oqnil^ble, ruioeiU les joueurs. Nul ne s'osl jamais ruiné à jouer 
cooâlamnienl au whisl a i ceiMinie la fît: lie. 



I 



I 



m* — ESPERANCE MâTHEMAtmïïE. 

73- Ona|ïpelle espérance mathématirjue d'un l»éuéfii:p éveoluel 
le produit de ce bt^U(*''(ice pai'la probahililé correspondante. IJespé^ 
rance mathémfitifjtfe totale d^jn joueur sera la soinuie tirs pro- 
duits dt's béui'lices éventuels p^i' li-s probabilités currrspoudautejs. 
Il est évident 4^u*uu joutrur ne sera ni aviiutrjgé ni lé^é si sou espé- 
rance rnalbéui;itir|ye lolale est uidlt*. 

On dit alors c|ue le jeu est équitahle. 

Les jeux de basard ne sont pas équitables, car les pontes jouent 
«vec une espérance matbérnalif|uc totale négative, L*e.spé rance 
matbématique nous indi«pje si un jeu est iavanla^rt^iix^ ou non; elle 
a|)prend ee que le jeu doit !ou;iqueruciil fuire ^^ij^r^jer (par exemple, 
avantage du hampiier uu jeu dr mulet le); mais elle ne doone pas 
un coefiicieut re[>résentaTil, en (|uelque sorte, la valeur ijitrîusèque 
du jeu. 

M. Bacbelier{*) introduit ici lu notion de Vavatitagt^ mathé- 
matique^ qui est le rap|>ort de son esfiérauce positive à la somme 
aritlimëtique de ses espérances positive et négative. L^avantage 
malbéinalique varie, comme la probabilité, de zéro à un. Il est 
égal à - quand le jeu est équitable* 



I?. 



APERÇU SUR ftïïEI-aUES JEUI SATâlTTS. 



LB WHIST* 



76. Le wliisl se joue à deux contre deux, avec ftn jeu de 

[52 cartes. Les joueurs placés en face Vun de l'autre jouent 

lensemble contre les deux autres, {Parfois l'un des quatre par- 

ienaires est remplacé par un jeu , dit niori^ étalé sur la table. 

JVous ne nous occuperons pas de ce jeu particulier, ) 



(*) Loc> cil,, in/ra 
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L'as est la plus forte carte; viennent ensuite roi, dame, 
valet, dix, neuf, etc. 

Le donneur distribue les cartes une à une {de gauche à 
droite et non pas de droite à gauche comme dans la plupart 
des autres jeux). Il retourne la dernière, qui est Vatout, et la 
met dans son jeu {quand son voisin de gauche a joué sa pre- 
mière carte). 

Le premier à jouer, celui qui est à gauche du donneur, joue 
une carte, le joueur en face du donneur, son partenaire, joue 
ensuite, le troisième joueur après celui-ci, enfin le donneur. 
Celui qui a jeté la plus forte carte de la couleur jouée par le 
premier à jouer ou, de préférence, le joueur qui a coupé {on 
doit fournir de la couleur jouée par le premier joueur, si Von 
en a; si Con n'en a pas, on peut couper ou jouer une carte 
quelconque; jouer, en ce cas, une carte quelconque, ne pas 
couper, s'appelle se défosser) ramasse la levée et la passe à son 
partenaire qui la met devant lui. 

Le joueur qui a fait la levée joue ensuite le premier et les 
trois autres joueurs jouent comme au premier tour, toujours 
de gauche à droite. 

Les levées vont s' accumulant devant un joueur de l'un et 
l'autre parti. Une fois les cartes épuisées, on compte les levées 
de chaque parti. Le parti qui a 7 levées compte i point {on 
dit qu'il fait le trick), celui qui en a 8 compte 2 points, etc., 
celui qui en a 12 compte 6 points, celui qui les a toutes compte 
8 points; on dit qu'il fait sclielem. Au whist, les points 
/prennent le nom spécial de fiches. 10 points font gagner la 
partie. 

L'as, le roi, la dame et te valet d'atout s'appellent hon- 
neurs. 

Avant que la dernière carte soit retournée, le jeu com- 
prend 16 cartes susceptibles de devenir des honneurs et 36 qui 
ne le sont pas. Après que la dernière carte a été retournée, le 
jeu se compose de 4 honneurs et de 48 autres cartes. 

Lorsque deux partenaires ont ensemble 3 honneurs, ils 
marquent 2 points; lorsqu'ils ont 4 honneurs, ils marquent 
4 points. 

Si deux partenaires ont 8 points et qu'ils se trouvent avoir 
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3 OU 4 honneurs dans leur jeu, ils gagnent la partie sans jouer, 
par le fait même qu^ils ont les honneurs, 

A g points les honneurs ne comptent plus et l'on ne peut 
gagner la partie que par les levées. 

La probabilité de retourner un honneur a pour expression — 

4 11 1 36 Q 

ou -r : celle de relourner une carie non marquante est •:— ou -^» 
i3 ^ 02 i3 

J^orsque la retourne est un honneur, la probabilité qu'une autre 

carie du jeu est un honneur esl r- ou -^; la probabilité qu'elle 

' . u , 48 16 

Il esl pas un honneur est t- ou — 

01 17 

l-.orsque la retourne est une basse carte (2 a 10 inclus), la pro- 
babilité qu'une autre carte du jeu est un honneur est -^ ; la pro- 

babilité qu'elle ne l'est pas est t^« 

Désignons par A l'ensemble des deux partenaires dont l'un a 
donné les cartes, par B Tautre parti. 

Supposons que A ail retourné une carte mar(|uanle. En vertu 

du ihéoiV'ine des probabilités composées, la probabilité pour A 

d'avoir un second honneur (une seconde carte marquante) dans 

ses 20 autres cartes est 

16 3 

7- X t— X 20. 

52 01 

Si A a retourné une» carie non marquante, la probabilité qu'il a 
I honneur dans ses 25 autres cartes est 

30 4 

r- X -r- X 25. 
02 1 



Pour B, ces probabilités sont, dans le premier cas, 
dans le deuxième, 



16 3 _ 

r- X r- X 26 ; 
02 5 1 



36 4 . 

— X ^ X 26. 
62 5i 

De même, les probabilités |)Our A et B d'avoir dans leurs jeux 
2 honneurs sonl, dans le premier cas, 

16 3 2 20 24 16 3 2 26 2Î 

T-Xr-X— X— X— et — X— Xr-X— X— . 

02 01 5o 12 02 01 00 I I 
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6l, dans le deuxième cas, 

36 4 3 015 94 36 4 3 26 25 

T-X— X — X— X— et r-x — x— X— X — 

32 DI 60 1 2 D2 5l OU I 2 

La probabilité de 3 cartes marquantes s'obtiendrait en multi- 
pliant les chiffres ci-dessus respectivement par y» -q-» — ' Y' 

Enfin la probabilité de 4 cartes marquantes, par distribution de 
cartes, serait pour A 



36 4 3 2 I 25 M ^3 a 

T-X-r-Xr-X— X — X — X — X-r-X-T' 

32 ai 5o ^9 48 I 2 3 4 



et pour B 

36 4 3 2 I 26 25 24 23 

-r-X-r-X—Xr-X — X— X— X-rfx 

ri 01 no .|9 \h i 2 i 4 

Problème I. — Déterminer les probabilités qu'a A d'avoir 
dans son jeu i , 2, 3, 4 honneurs, de ne pas en avoir. 

Si la retourne est un honneur, A a 1 honneur. La probabilité 
pour quMI en soit ainsi se calculera en remarquant que le jeu se 
composera de cette retourne et de 25 caries non marquantes; la 
probabilité d'une telle composition de jeu est 

16 48 4; 46 24 32 

— xf-x^x — X...X--î=---• 
:>2 5i jo 49 27 833 

Si la retourne n'est pas un honneur, le jeu se composera de 
cette retourne, d'une carte marquante et de 24 cartes non mar- 
quantes; la probabilité : 

36 4 . 47 24 i5o 

:— Xt-X23Xt^X...X — =-—. 

D2 ji JO 27 833 



l^a probabilité pour A d'avoir dans son jeu i honneur et un 

182 
833' 



seul est la somme de ces deux probabilités, soit — 



325 
On trouve de même que la probabilité de 2 honneurs est — -, 

que celle de 3 honneurs est ^> que celle de 4 honneurs est -0—-^^-» 

6q 
et que celle de n'avoir pas d'honneurs est j1^ • 

La probabilité la plus grande est donc (lue A aura 2 honneurs. 
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Problème II. — Déterminer les probabilités que B aura dans 
son jeu I, 2, 3, 4 honneurs ou pas du tout. 

Ces probah.lués sont _. —, —, .-g«-, .^^^. 
On fera le calcul comme dans le problème précédent. 

Corollaire. — A, par le fait même qu'il donne, a plus de chances 
que B pour les honneurs. 

Corollaire. — On peut déduire aisément les résultats du pro- 
blème II de ceux du problème I. 

En elFet, — est pour A comme pour B la probabilité d'avoir 
2 honneurs dans leur jeu ; — est pour A la probabilité d'avoir dans 

son jeu 3 honneurs et est aussi celle qu'a B d'avoir i hon- 
neur, etc. 

Problème III. — Déterminer la probabilité pour les tricks, 
au moment où Von commence à distribuer les cartes. 

La probabilité de l'aire dans un coup un ou plusieurs tricks est - 
pour A comme pour B. 

Dans un coupy il se fait de part et d'autre i3 mains. Élevons 
a 4- 6 à la puissance i3. Toutes les combinaisons de 2 lettres 
seront représentées par les termes de cette puissance : 

au-+-i3a»26-h 78a>>6»-H 286a»o6»-h 7i5a»6* 

-h 1287 a* 65 -+-I7i6a'6« -hi7i6a«67-h 

Le nombre de toutes les permutations a pour expression 

2»'= 8192; 

la probabilité, soit pour A, soit pour B, de faire un seul trick a 
pour expression-^ — » celledefaire plusieurs tricksapourexpression 
l- étant la probabilité de faire un ou plusieurs tricks j 

1 171G __ jtSSo 

2 8 1 92 81 92 
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Il y a donc plus de chances de faire plusieurs tricks que d^en 
faire un seul. 

Problème IV. — Probabilités des tricks une fois les cartes 
données. 

Ces probabilités dépendent de la répartition des honneurs. 

Si B se trouve avoir 4 honneurs dans les cartes qui lui ont élé 
distribuées, A, pour faire un ou plusieurs tricks, n'a plus les 
chances que lui donneraient toutes les compositions de jeu dans 
lesquelles il entre quelque honneur; il n'a donc plus que celles 
où il n'entre point d'honneurs. Or, les chances de B pour avoir 
4 honneurs, comme celles de A pour n'avoir point d'honneurs, sont 

(c/. p. 79) -777; dans ce cas, la probabilité pour A de faire un ou 

1 • -1 6q 1 

plusieurs tnt ks est —7^ x -• 
^ ibb6 2 

La probabilité de faire plusieurs tricks sera 

69 a38o 
1666 ^ 8Ï9Î 

et celle de faire un seul trick sera 

G9 ^ xjiÇi 
1666 819*2 

Si B se trouve avoir 3 honneurs dans les cartes qui lui ont été 
distribuées, A n'a plus que les compositions de jeu où il n'entre 
que I honneur. Or, les chances de B pour avoir 3 honneurs sont 

---• Dans ce cas particulier, la probabilité pour A de faire un ou 

plusieurs tricks a pour expression 

189. I 

8Ji ^ '2 ' 

La probabilité de faire plusieurs tricks sera 

833 ^ 819-2 



et celle de faire un seul trick sera 



182 1716 
833 ^ 8192 
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Si par la distribution des cartes les honneurs sont également par- 
tagés entre A et B, les probabilités de faire un ou plusieurs tricks, 
de faire plusieurs tricks, un seul trick, seront 

3î5 j_ 325 238o 3^5 lyrô 

833 ^ â' 833 ^ 819a' 833 ^ 8192* 

Si A se trouve avoir 4 honneurs dans les cartes qui lui ont été 
distribuées, B n^a plus pour les tricks que les compositions de jeu 
dans lesquelles il n'entre point d'honneurs. Or (c/. p. -78), les 

chances de A pour avoir 4 honneurs sont — -' ; les probabilités 

pour B de faire un ou plusieurs tricks, plusieurs tricks, un seul 
irick, seront respectivement 

1127 I 1127 238o 1127 1716 

* X — » X j X ■ 

10829 2 10829 ^(9^ 10829 8192 

Admettons maintenant que A ait 3 honneurs dans son jeu. B n'a 

plus pour les tricks que les compositions de jeu dans lesquelles il 

n'entre que i honneur. Or (c/*. p. 78), les chances de A pour 

234 
avoir 3 honneurs étant — > la probabilité pour B de faire un ou 

plusieurs tricks sera -rr^ x -• Les probabilités de faire plusieurs 
tricks, un seul trick, seront enfin 

234 238o 23 i 1786 

833 ^ 8192' 833 ^ 8192' 

Problème V. — On suppose que A a 8 points et B 9 ; on 
demande quelles sont pour A et pour B les chances respectives 
de gagner la partie. 

La probabilité pour A d'avoir 3 honneurs dans son jeu est ^^9 
celle d'en avoir 4 est -r — ^- Ainsi, la probabilité que A gagnera 
la partie sans jouer, en comptant les seuls honneurs, est 

-4'^ =0,385. 

10829 ' 

La probabilité que A ne gagnera pas la partie par les seuls hon- 
De M. 6 
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neurs est 

4i6q 660)0 . , 

I — ^^ ^ = o • (certitude = i). 

108S89 10829 ' 

Examinons maintenant les hypothèses que voici : A fait plusieurs 
tricks dans le coup engage, ce qui lui fait gagner la partie, A fait un 
Irick dans le coup engagé et un Irick (ou plus) dans le coup suivant, 
ce qui lui fait encore gagner la partie, et cherchons les probabi- 
lités relatives à ces hypothèses. 

A, ne comptant pas les honneurs, en a, d'après les règles du jeu, 
o, I ou 2. B en a 4) 3 ou 2. La probabilité de cette éventualité est 

69 182 39.5 _ 1001 
1666 "*" 8i3 "^ 833 "" 7066 ' 

Pour A, la probabilité de ne pas compter les honneurs est 

- - et celle de faire plusieurs tricks est 

10829 *^ 819a 

La probabilité du concours de ces trois éventualités est 
6660 1001 238o 



X 77n?7r X wTt:: =«,107. 



10829 '^60 8192 

La probabilité que A ne compte pas les honneurs, que B ait 
dans son jeu 4) 3 ou 2 honneurs, que A fasse un seul irick dans le 
coup qui se joue, que le coup suivant il fasse un ou plusieurs 
tricks, a pour expression 

6660 looi 1716 I 

— ^ - X ——r X -^ X - = 0,043. 

10829 '^^^ ^*9^* '^ 

La probabilité pour A de gagner la partie, somme des trois 
probabilités que Ton vient de déterminer, est donc 

o,385 -+-0,107 -HO, 043 = 0,535. 

Cherchons maintenant les chances qu'a B de gagner la partie, 
ce qu'il ne peut faire que si A ne Ta pas lui-même gagnée en 
comptant les honneurs. 

B gagnera la partie si, 'dans le coup qui se joue, il fait un ou 
plusieurs tricks (à 9 points les honneurs ne comptent plus), ou si 
A ne comptant pas dMiouneurs, mais faisant un trick dans le coup 
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qui se joue, ce qui le met à 9, comme B, B fait un ou plusieurs 
Iricks dans le coup qui suivra celui qu'on joue. 

Au premier de ces deux coups, B a au moins 2 honneurs, sinon 
A gagnerait. A a^ant comme probabilité de faire un ou plusieurs 
Iricks 

lOOI I 

iGoD ^ 

B aura comme probabilité de faire un ou plusieurs Iricks 

looi I _ 233i 
' " 7066 ^ â "" 3332* 

La probabilité du concours de ces deux éventualités sera 

6660 233 I 

X oTT: =o,43o. 



10829 ^'^'^"^ 

A n'ayant pas compté les honneurs et n'a;yaiit fait qu'un seul 
Irick pendant le coup qui se joue, A et B seront Tun et l'autre à 9 
à la fin de ce coup et auront chance égale de gagner la partie. 
Cette probabilité, nous venons de le voir pour A, est o,o43. Or, 
la probabilité pour B de gagner la partie est la somme des deux 
probabilités qu'on vient de calculer, soit 

o,43o -h 0,043 = 0,473. 

Donc, dans la position de la partie où A est à 8 et B à 9, les 
probabilités du gain de la partie pour A et pour B sont respective- 
ment 0,535 et 0,473. 

Corollaire. — Après que les cartes ont été distribuées, si A n'a 
point les honneurs (3 ou 4)9 les probabilités du gain de la partie 
seront o, 1 5o pour A et o,473 pour B. 

Problème VI. — Dans la position de la partie où B est à 8 
et où A est à 9, quelles sont les probabilités pour K et A, de 
gagner la partie? 

Les mêmes éventualités qui, dans le problème précédent, ont 
donné le gain de la partie à A, le donneront ici à B; mais les pro- 
babilités de ces éventualités à l'égard de B ne sont pas les même 
qu'à l'égard de A. 
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Ainsi, pour B, la probabilité d^avoir ou 4 ou 3 honneurs étant 
^ ^'^53 "^ jiâf' ^^ probabilité pour B de gagner la partie par les 

honneurs sans iouer le coup est -^r— = 0,260. 
** ' 1 006 

La probabilité que B ne gagnera pas la partie par les honneurs 

, . 1233 

sans jouer le coup est-^^^* 
* 1000 

La probabilité pour A d'avoir dans son jeu 4» 3 ou 2 honneurs 

^ 1 127 , 234 , 325 73of ,1 11 

est — h s^r -h ^Tô = -^-n — » et le nombre des compositions 

10 829 833 833 10 829 * 

de jeu dans lesquelles A aura ou 4î ou 3, ou 2 honneurs est au 
nombre total de toutes les compositions de jeu possibles dans le 
rapport de 739.4 à 10829. 

La probabilité pour B de gagner la partie sans compter les hon- 
neurs, en faisant au cours du coup qui se joue plusieurs tricks, aura 
pour expression 

12 33 7394 238o _ 

7606 "^T^^ sTfi-'"''^'^' 

La probabilité pour B de gagner la partie sans compter les hon- 
neurs, en laisaiit un trick au cours du coup qui se joue et en faisant 
un ou plusieurs tricks, a pour expression 

1233 7394 1716 I 

-^FF X o X :r— X - = o,o53. 

i6b6 10829 8192 2 

La probabilité pour B de gagner la partie est la somme de ces 
ti-ois probabilités, soit 0,460. 

Deux éventualités semblables à celles qui, dans le problème 
précédent, oui donné le gain] de la partie à B, le donneront 
ici à A. 

B n^ajant pas compté les honneurs, la probabilité pour lui de 
faire pendant le coup qui se joue un ou plusieurs tricks est 

-^-~- X -• La probabilité pour A de faire un ou plusieurs tricks 
10829 2 ' * *^ 

7Î94 I i4 '^M » I j j ' 

sera 1 ^ x - = — rrrr et le concours de ces deux eventua- 

10 87.9 2 21 658 

lités, que B ne compte pas les honneurs et que A fasse un ou plu- 
sieurs M'icks, a pour expression 

1283 14264 
1666 21 6d8 ' 
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La probabilîlé que B ne compte pas les hooneurSf que pendant 
le coup qui se joue il ne fasse qu'un trick et que le coup suivant 
A f»sse un ou plusieurs tncks eslo,D53, expression de la probabililé 
potirBqut.' nous venons de déterminer dans le concours des mêmes 
évenlualllês. 

Or, la probabilité [*our A. de ^'a^ner la partie dans la position 
donnée est la somme de ces deux probabililcs, soil 

0,487 H- o»o5i = 0.540. 



k 



onc, daiïs la [*o si lion de la partie où B est à 8, et hù A est à 9, 
prubabllîlés du guin de la partie iionr B et pour A. sont dans 
le rapport de 460 à 54o. 

Corollaire. — L^avantage est toujours du ciîilé qui donne, qu'il 
>il a 8 nu à 9. 



LE JEU DE PIQUET. 

T7 . Le p iq ue t se jo ue a vec Sa cartes ent re de u x jo u e u rs : V un 
^8t premier et donne les cartes {deux par deux ou trois par 
krois) et Vautre est dernier. Chacun a 13 cartes. Il reste un 
talon de 8 cartes. 

Le premier choisit dans son jeu 5 cartes, ou moins ^ qa*il met 

l'écart, et les remplace par le même nombre de cartes qu'il 
^rend parmi les premières du talon. 

Le second écarte 3 cartes, ou moins, et les remplace de 
téme. 

On peut ne pas écarter. 

Le second annonce ensuite son points qui est la plus forte 
somme des points réalisés dans son jeu par les cartes d^une 
%ém€ couleur [Vas compte 1 i , les figures 10, les basses cartes 
^out le nombre de points qu^elles figurent); le premier répond 
fu^il est satisfait s'il ti^n pas un nombre de points équivalent^ 
jue A? point est payé s'il a même nombre de points, que le 
Nombre de points ne vaut pas s* il a un nombre de points supé-- 
rieur. Le joueur qui a le point compte autant de points qu'il 

de cartes lui donnant le point. 

Le second annonce ensuite les quatorze (quatre as^ rois, 
imesp valets ou dix) qu* il peut as^oir; le t4 d'as chez l'un des 




^MSÊÊm 
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deux joueurs lui permet de compter les autres i4 quUl peut 
avoir, mais empêche son adversaire de compter les siens; 
le i4 de rois chez l'un des deux joueurs lui permet de compter 
les autres i4 qu'il peut avoir, mais empêche son adversaire de 
compter les i4 inférieurs {de dames, valets, dix) qu^ il peut 
avoir; de même pour les 1 4 de dames, de valets. 

Le joueur qui compte un 1 4 se compte i^ points. 

De même pour 3 as, 3 rois, 3 dames, 3 valets, 3 dix. Mais 
un i4 empêche l'adversaire de compter les 3 points afférents 
à chacune de ces collections de cartes. 

Après cela le second annonce sa plus forte suite de cartes 
d'une même couleur (8 cartes s'appellent une dix-huitième 
et comptent i8; 7 cartes une dix-septième et comptent 17; 6 ^f 
5 caries une seizième y une quinte et comptent 16, i5; 4 ^' 
3 cartes une quatrième, une tierce et comptent ^etZ points) 
et compte les points que lui valent cette suite. 

Une seizième est plus belle qu'une quinte, quarte, etc. Une 
quinte à l'as {on dit majeure) est plus belle qu'une quinte au 
roi ou au valet, etc. 

Le second compte le nombre de points afférent à sa plus 
forte suite, sauf si le premier a une suite équivalente {par 
exemple, l'un et l'autre ont une quinte au roi), en ce cas le 
premier répond : « Payé », ou une suite plus forte, en ce cas le 
premier répond : « Elle ne vaut pas ». 

Dans le cas du payé, le second énonce la suite de son jeu qui 
vient comme équivalence après la plus belle, et le dialogue 
s'engage sur cette suite comme sur la première. 

Le possesseur de la plus belle suite, en dehors des payés, 
compte pour leurs points toutes les autres suites qu'il a dans 
son jeu. 

Le second montre son point, s'il l'a ou s'il est payé ^ ses qua- 
torze, ses dix'huitième, dix-septième, etc., fait le total de ses 
points et joue sa première carte en comptant un point supplé-- 
me n taire pour cette carte. 

Le joueur qui joue une carte compte d'ailleurs toujours un 
point supplémentaire en jouant. 

Le premier montre alors son point, s'il l'a ou s'il est payéy 
ses quatorze, etc., et joue une carte de la couleur, s'il en pos^ 
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rde. Si la carie est pius forte que ce/le Jouée, il [trend ei joue 
Son tour S* il n'a pas de couleur il perd ta le^ée, 
La dernière levée compte pour 2 points* 
Lorsque le joueur premier en cartes compte «îo aiunt que la 
tremière carte soit jouée et que le donneur ait compté un seul 
oint, il ajoute 60 points à son actif. 
Lorsque l'un des deux joueurs compte 3o aidant que l*autre 
it compté un seul point, qu'il y ait eu ou non des cartes 
/ o uées , il compte Zo po in ts v upp lent enta ires . 
^E Le joueur qui fait toutes les lepées compte 4o de capot, 
" Si l'un des deux joueurs^ aidant de faire son écart, na pas 
une seule jigure, il annonce cartf^s blanches et compte 10, 
Ut 10 de blanc. 



Nous supposerons tjite les joueurs écarleol coriNiie s'ils connais- 
ienl leurs écarts. Celte siipposilion simplifie rélinie malbéwiH* 
ique du pîquet, (|ul est des plus (:*im[dii]uées, et doiiii»* des résul- 
U très approcliùs des n'^sullals vrais. 

Pour nousj le premier aura donc dans sou jeu i^ cartes et il eu 
curlera 5, el le second nura dans son jeu i5 caries, durïl il écar- 
3. 

i le premier a 8 caries iFuii'* nirtue cuuleur, le second en a 
ro; si le premier a 7 cartes, le second a t, etc.; ce qu^on peut 
écrire 

8, 7, a, b, o, i , 8 — a, 8 — /> *>u 8 — À, 8 — a, 7, 8 ; 



Ifl^une manière générale, on peul avoir la coin position de [eux qu* 
iroici : 



ll«ati#«iv tuai AU iiuiuHr* 



«Je 

43 IX>8 

172 032 

'M B2U 

2 4tl8 4^8 

2 107 302 

3^K)»16 

G 021 120 

13 17 1 2(K> 
21 0Î3U2U 




Premier tteaii^ioe 

jDueur. Jour-ar. 

<>H5d 8333 

<j 6 4 I 7 4^2 

6 6 3 3 6 c» 2 2 

Oô 3 I 7332 

6 5 4 n 6 /| 3 a 

6533 33 3 3 

6443 5443 

55âa 6 333 

5543 5433 



r^tjfldi 

526 8 V8 

5 268 480 

14 751744 

8 422 848 

13758 720 

50 m> U76 

92 1U8 400 

19 G68 y92 

147 517 440 

76 832 000 
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Nous avons là 3i jeux cfiflTérents. Mais le nombre de jeux diffé- 
rents possibles esl beaucoup plus élevé. Il s'élève à 566 600 112. 
En efTel, par exemple, la composition de jeu 

8810, 8700 

suppose que 8 carreaux et 8 piques ou 8 trèfles ou 8 cœurs sont 
dans la même main, ou encore 8 trèfles el 8 piques ou 8 cœurs, ou 
encore 8 piques et 8 cœurs, ce qui donne 6 jeux difl'érents; à 
chacun de ces jeux il faudra adjoindre i carte de chaque autre 
couleur, ce qui donne 8 T, 8 P, i C, 8T, 8P, i Q, ... ou, en tout, 
12 combinaisons; mais le cœur (ou le carreau) qui figure dans ces 
combinaisons peut être l'un des 8 cœurs ou Fun des 8 carreaux, 
ce qui donne 12x8= 96 jeux diflerents. Et ainsi des autres. Les 
nombres de jeux diflerents aflerents à chaque cas sont inscrits plus 
haut en chiflVes gras. 

Problème I. — Probabilité du point, 

La probabilité du point égal (en ce cas aucun des joueurs ne 

compte le point) est le rapport du nombre des compositions de 

cartes où deux chlIFres ont pour somme 8 (par exemple, 81 10, 

84-0 = 8; 8720, 84-0 = 8,...) au nombre total des jeux pos- 

•11 •. 24474675 

sibles, sou ^,.^. */ ' ' 
56b 600 1 1 '}. 

En consultant le Tableau, on voit immédiatementquele premier 

469565721 1 f - I • . .11 • 72559716 

^ T^nrr de lairc le pomt, et le dernier A^ , ^ — • 

:)bb 600 112 » ' 566 600 1 1 2 

Problème II. — Probabilité d'une dix-huitième. 



8 carlfs d'une même couleur sont nécessaires et suffisantes. 
\a^s jeux du premier soumis à cette condition sont au nombre 
{voir le Tableau) de 

96 -+-5376-+- 6144 -+-... -^ 702464 = 5i5(5 654. 

La probabilité concernant le premier, celui qui reçoit les cartes, 

est donc -tfttt ^' On calculerait de même la probabilité pour 

566 600 112 r r 

celui qui donne les cartes. 
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Problème III. — Probabilité d^ une dix-septième. 

Le calcul se fera semblablement. Mais on observera que les 
7 caries doivenl se suivre. S'il manque le 8, le 7, le 10, le valel, 
la dame, le roi, soit 6 cas sur 8 possibles, ce n'est pas une dix- 
septième. On devra donc diviser les sommes SS^ô -h 61 44 -H» -m 
96-1-6144 4-. . . du Tableau par 6. 

Problème IV. — Probabilité d^une seizième, d'une quinte, 
d^une quatrième, d^une tierce. 

On fera le calcul semblablement. On trouvera, par exemple, 

que la probabilité du premier d'avoir une quinte est .-^ z, 

^ ^ r ^ 566600 117. 

et que celle du second est r-rrr. — —• 
^ 566 Ooo 112 

Problème V. — Probabilité pour le premier et le dernier 
d^ avoir un quatorze, 

La probabilité d'avoir 4 caries désignées (les rois, par exemple) 
d'un jeu de Sa cartes esl, pour le premier qui a 17 cartes, 

H^ll^ll^ i4 = Jii. 
3a 3i 3o ^ 29 1798 

La probabilité de ne pas les avoir est 

I iQ 1670 , . . X 

I ^ = — ^ (1 = certitude). 

1798 1798 

Il y a cinq quatorze. On suppose que dans cinq coups on prend 
successivement pour caries désignées les quatre caries formant 
un de ces cinq quatorze. La probabilité de n'avoir point le qua- 
torze désigné dans aucun de ces cinq coups esl la même que celle 
de n'avoir aucun de ces cinq quatorze en un seul coup. Or cette 
probabilité esl 

te) =^-'- 

La probabilité d'avoir dans un coup un des cinq quatorze est 
donc, pour le premier, 

1 — 0,71 =0,29. 
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On trouvera de même que, pour le second, elle est 0,1765. 

Corollaire. — La probahililé (composée) pour le premier 
d'avoir quinte, quatorze et le point est 

46956 18392 
56 bbo :)6 6bo 

La probabilité pour le second est, de même, 0,00726. 
Problème VI. — Probabilité d'avoir 3 as. 
Pour le premier, | — ; pour le second, ' ^^ » 

Problème VII. — Probabilité que chacun aura 2 as. 

35? 
Pour Tun et Fautre ^r-^- 
«99 



LE JEU d'écarté. 

78. L écarté se joue avec un jeu de 32 cartes et ordinaire- 
ment eno ou 'j points. On tire la main au sort en coupant le jeu 
et en découvrant la coupe. C'est celui qui a la plus forte carte 
qui a la main, La valeur des cartes est, par ordre de décrois- 
sance, roi, dame, valet, as, dix, neuf, huit, sept. 

Celui qui a la main distribue 5 cartes en deux fois. La 
onzième forme la retourne ou atout et se place à découvert 
sous le talon. Le joueur qui tourne un roi marque un point; 
celui qui a dans son jeu le roi d* atout marque un point {mais 
il doit l'annoncer avant déjouer; on peut encore annoncer le 
roi en le jouant, mais à la condition qu'il soit joué en pre- 
mier). 

Celui qui a reçu les cartes joue le premier. 

Lorsque le premier à jouer n'est pas satisfait de son jeu, il 
demande des cartes en disant : « Je propose. » Si celui qui 
donne est dans les mêmes conditions, il accepte et demande : 
<( Combien? », donne à son adversaire autant de cartes qu'il 
en désire et en prend pour lui-même autant qu'il souhaite, 
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jusqu'à concurrence de 5 cartes. On peut demander de nou- 
velles cartes dans les mêmes conditions, jusqu^à épuisement 
du talon. Le donneur -à droit de refuser des cartes à Vadver- 
sairey ce qu'il fait quand il a un jeu suffisant. 

On est tenu de fournir de la couleur, ou de couper si Von 
n^en a pas. 

Le joueur qui fait i ou 4 levées marque un point; il en 
marque deux s'il fait les 5 levées. 

Le joueur qui a donné les cartes et en a refusé à la pre- 
mière demande perd un point supplémentaire s'il fait moins 
de trois levées. 

Le joueur qui a reçu les cartes et n'en a pas demandé perd 
également un point supplémentaire s'il fait moins de trois 
levées. 

Trois questions se posent au jeu de Técarté : 

I. Avec un jeu déterminé, le premier en cartes doit-il jouer 
d'autorité, ou bien doit-il user de la faculté qui lui appartient de 
demander des cartes ? 

II. Le second, de son côté, doit-il, avec un jeu déterminé, 
accepter ou refuser la proposition d'écart qui lui est faite? 

III. Les écarts étant finis, de quelle manière chacun doit-il 
jouer ses cartes (*)? 

Nous nous bornerons à donner un très court aperçu de la 
théorie de ce jeu, qui, fort longue, n^olTre aucune difficulté. 
3i objets pris 5 à 3 peuvent se combiner de 

31.30.29.28.27 ^ .. ,.^, 
^-—-: — - = 160011 manières diiïerentes. 

C'est le nombre de jeux que peut avoir le premier. Eu égard à 
l'identité pratique des couleurs qui ne sont pas de l'atout, ces jeux 
sont seulement au nombre de 5383i. 
Le second peut avoir, avec 

32 cartes — 1 carte qui tourne — les 5 cartes du premier = 26 cartes, 
(*) £. DoRMOY, Traité mathématique du Jeu de l'écarté. 
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un nombre de jeux égal à 



1.2.3.4.5 



= 65780. 



Quel est le nombre de formes que le jeu du premier peut 
présenter ? 

[I j a dans le jeu quatre familles de cartes, quatre couleurs; la 
famille d^atout contient 7 cartes, puisque i atout forme la re- 
tourne; les trois autres familles contiennent chacune 8 cartes. 
Donc le nombre de groupes, ou jeux de 5 cartes, qui contiennent, 
par exemple, i atout, 2 carreaux, i pique ou i trèfle, sera donné 
par la formule 

7 8.7 8 8 

I 1.2 I I 

Ces questions résolues, nous allons seulement indiquer quelques 
résultats qui découlent de la théorie. 
Il est facile de calculer qu'il existe : 

21 jeux ayant 5 atouts, 

840 » 4 >> 

9660 >« 3 b 

42504 » 2 » 

74382 » I » 

42504 jeux sans atouts, 

et qu'il n'existe que 980 jeux réellement différents. 

Quand on est o point à o point, Tavanlage de jouer le premier 
compense exactement l'avantage de la donne. 

Le premier a o,54 chance de faire le point et le second 0,46. 

Les caries distribuées, mais la retourne non effectuée, il y a 
une probabilité de : 

o, 125 que le roi tournera, 

o, 19 qu'il est dans le jeu du premier, 
o, 19 D » du second, 

0,495 )> resté au talon. 

Probabilité pour le premier d'avoir dans son jeu : 

atout. . 25 pour 100 3 atouts... 6 pour 100 

1 »... 44 4 >» . • • îoô 

2 »... 2 5 5 » . . . JÔQQ 
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Tableau des jeux avec lesquels on doit Jouer d'autorité. 



LE 


LE PREMIER A EN MAIN, INDÉPENDAMMENT DES ATOUTS : 


PREMIER 








A 








EN ATOUT : 


I COULEUR. 


2 COULEURS. 


3 COULEURS. 








i*" Dans chaque cou- 








leur, le roi ou le 


Pas 
d'atout. 


Ces jeux ne sont 


jamais de règle. 


petit mariage; 
2» Les 3 rois et 1 as; 
3» Deux fois roi et 

valet,plus I dame. 






1" Une carte troi- 


!• 3 rois; 






sième et une carte 


2» 2 rois, dont i par 






seule assez forte 


ras; 






pour servir de ren- 


3' 2 rois seuls, plus 






trée ; 


huit et neuf dans 




Il faut que la cou- 


2» Cartes secondes : 


la troisième cou- 


I petit 


leur unique com- 


A. 2 rois seconds. 


leur; 


atout. 


mence par roi et 


plus I as; 


4« S'il n'y a pas plus 




dame. 


B. I roi second, 


de I roi, la limite 






I dame seconde, 


minimum est la 






plus I valet; 


même qu'avec 2 






C. 2 dames se- 


atouts et 3 cou- 






condes, plus I va- 


leurs {cf. ci-des- 






let et I as. 


sous). 






Il faut que le total 


Il faut avoir quatre 






des points, en de- 


cartes majeures : 






hors des atouts, 


atouts, rois ou 


2 petits 




fasse au moins 32, 


dames. Toutefois, 


atouts. 




en comptant : 


2 valets comptent 




Ces jeux sont tou- 


Valet = 12, 


pour une, et 3 va- 




joursde règle, sauf 


Dame = i^. 


lets pour deux 




s'ils remplissent 


Roi = i8. 


cartes majeures. 




les conditions ci- 
contre. 
















Ces jeux sont de 




3 petits 
atouts. 




règle, pourvu que 






les deux cartes iso- 








lées dépassent la 








force de 2 huit. 





Nota. — Jeu de règle signifie qu'on doit jouer sans écarter quand la partie 
commence, mais que ces jeux sont insuffisants quand on est 3 à 3. 
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L^un et l'autre joueur ont : 

I chance sur looo d'avoir 5 cartes de même couleur, 

3 « loo »> 4 »» 

3i » loo » 3 » 

66 » loo » 2 » 

Quand on est 4 à 4 points, le premier ne peut gagner que s'il a le 
roi ou le point; ses chances sont représentées par : 0,19, probabi- 
lité qu'il a le roi, 0,490 X o,54 = 0,27, probabilité que le roi est 
au talon et qu'il lait le point. En tout, o,46. 

Avec 4 ou 5 atouts, on doit toujours jouer d'autorité. 



?. — LA 8PÉGULATI0H. 

79. Les jeux de hasard pratiqués dans les cercles, les jeux 
savants, n'épuisent pas la question du jeu. 

Les spéculations de Bourse sont des jeux, et des jeux qui portent 
sur des chiffres bien plus élevés que les jeux ordinaires. 

Nous ne citerons que pour mémoire les opérations fermes. 
Acheter une valeur, la payer, la mettre en portefeuille, n'est pas 
jouer. C'est faire un placement, bon ou mauvais. 

Jouer, c'est opérer dans les conditions suivantes, ce qu'on peut 
faire sur un ensemble de valeurs très en vue, dont la Rente. 

Ou peut lire dans les carnets des financiers des indications telles 
que celles-ci : Ach, Sooo*^^ Rente 3 "/o à 96,60/25, ce qu'on lit : 
Acheté Sooo^"^ de rente 3 pour 100 à 96,60 dont 26 centimes. 

Cela veut dire que le financier a acheté looooo^*" de rente 
3 pour 100, valeur nominale, qui rapportent 3ooo*^^, au prix de 
96*^'", 60 les 3'*" de rente, c'est-à-dire au prix de gôôoo*^*", et que 
l'avant-dernier jour du mois, à 2**, il payera son achat et prendra 
possession des litres, les lèvera ou, s'il le prélère, résiliera le mar- 
ché en payant 1000 fois o*^'^,25 {dont 26 centimes). 

S'il avait acheté 1600'*^ de rente (c'est le minimum de rente 
qu'on puisse acheter dans ces marchés à terme)^ il aurait pu 
résilier en payant 5oo fois o''",25. 

Les o'*", 26 en question s'appellent prime. 

Voici le mécanisme du contrat. 

La prime dont /26^ est cotée tous les jours à la Bourse. Dans 



€l84PtrftB tlU 
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9'r 



V 



ipif 



-.f- 



I 



ic*!<)enl, olle éîiiîl €olee g5"', 5o. Le comptant 
luî-iiieiiie f*oh^ ( orfliriairem^iil iiicMiis clier que la prim»* y*Ai5*^). Si 
l'a%aril-dernier jour ilii inoîs le ooiiiptant est supérifiir a g5'^'',5o, 
fî'il e^l H cp,^5 par *'\riri|»li% notre aciirieijr |»rf?rKlrn livraison de 
ses 3oao*^'' île renie et les pajrra goboo^^ An cnmplanl, il les 
poycrail pS^Dt»^*'. Il mira i\onc gagné iSo*^^, cju^il peni d'ailleurs 
rt*altser en revenH*inl iniinedialenienï ses tilres au coniptiuiï, pour 
1^1 somme de ()jH5o**'. 

Supposons inaiulenajil tpic^ I avaiiL-ileruier jour du muis, le 
côin[»lunl 5oil compris entre gS'*", 5o et gS'^aS, soîl à 95^%/io par 
eitemple. Si noire aciieleur achelail 3ooo*^*' de rente, il les paveront 
95400''"; il |)rend livraison, à ce jour, di-s litres aebetês avec prime 
et les paye gSâoo''", ou bien il donne loo'"* A son vendenr; de 
loulé façon, il perd lot»'^, 

I Supposons enfin, et c*est le cas le plus inl^ressant, qire, Pavanl- 
dernier jour tlu runis, le eoniptant soil en dessous de t}5'%y,5, qu'il 
6OÎI par exemple à g5^*"j i 5 ; à ce cours, 3noo'^'' de renie cniilent 
rp i5o'*^; notre acheteur avec prime a profuis de les payer g5 Soo*"^; 
il perd 35u^*^. Mais 1/ a le droit de résiliei- le ma relié et il pajrra 
1000 fois o^'^iSj soit i^o^'. Sa perte est donc limitée, quelque bas 
que soil le cours, à aSo*^'. On dit que gS'^'", 5o est le cours de la 
prime /23*. La difTérence g^"^**, 5o — 0*^% a 5, soit g5^'*,25, est le pied 
de la jjrime : au-dessous du pied, on abandonne la prinie. La 

IdirtV'rence entre le comptant et le cours de la prime est Vécart de 
la prime. 
Ajoutons, pour com[déLer ces uolions, que, le jour où se dé- 
tache le coupon, racheleur en reçoii le montant du vendeur* En 
méine temps, le cours dn comptant et le cours de la prime baissent 
dn montant du coupon. Acheteur et vendeur à prime se trouvent 
donc, avant et après le detaefiejneut du coupon, dans la même 
Situation respective qu auparavant. 

On négocie trois sortes de primes sur les valeurs : les primes 
/5o*'j /25*', /lo*', chacune dit<^ (dus importante que* les suivantes. 
Ces primes ont leur réponse rav.int-dernier jour du mois. Leur 
liquidation a lieu le dernier jour du mois. 

On traite des primes lin prochain, dont la réponse a lieu Tavanl- 
dei nier jour du moi^ qui suit le mois en cours. 

Ou traite encore des primes /lo*^ et /o*^ pour le lendemain. 




"""^ 



mÊÊS^ 
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A chaque prime correspond un cours spécial, dont l'écart avec 
le complanl est d'autant plus grand que la prime est plus faible, 
comme il va de soi. Une prime /5o*' doit coûter plus cher qu'une 
prime /25°. 

L'écart d'une prime doit décroître depuis le commencement du 
mois jusqu'au jour de la réponse, cela sauf événement imprévu 
faisant hausser ou baisser les cours, car le dernier jour du mois 
comptant et terme sont au même taux, puisque terme est syno- 
nyme de comptant. 

Nous avons encore à définir les reports et les déports. Le mot 
report est synonyme à' intérêt. L'acheteur à terme qui veut main- 
tenir plusieurs mois consécutifs sa position d'acheteur, parce qu'il 
croit à un mouvement futur de hausse, et qui n'a pas l'argent 
nécessaire pour prendre livraison des titres le jour de la liquida- 
tion, si cette prise de livraison lui est avantageuse (supra), a 
recours à un capitaliste qui, moyennant un prix débattu variable 
avec les besoins de la place, vient à son aide à chaque liquidation 
en prenant livraison des titres en ses lieu et place. Cela s^appelle 
se faire reporter. Le prix débattu s'appelle report. Lorsque la 
cote indique o^',o5 de report sur la Rente, par exemple, Tacheteur 
qui se fait reporter doit payer o^"", o5 par S^*" de rente. L'acheteur 
de Sgoo'*" de rente doit donc payer looo fois o^', o5, c'est-à- 
dire 5o^'. 

Acheter et se faire reporter sont des opérations à la hausse. 
Vendre est une opération à la baisse, qui suppose une baisse 
iuture. Elle conduit au déport. 

Il arrive presque toujours, en effet, cjue le vendeur de titres n'a 
pas en mains les litres qu'il a vendus. Il est dit alors vendeur à 
découvert. Que va-t-il faire si, à la liquidation, l'acheteur exige la 
livraison des titres? Si l'on a beaucoup vendu à découvert, si l'on 
a vendu à découvert plus qu'il n'est possible de livrer de litres, 
la chasse aux titres qui se produit en fuit monter le prix et tend à 
accroître la perte du vendeur. Alors le vendeur cherche à s'en- 
tendre avec l'acheteur et à se dispenser, moyennant une indemnité 
qui s'appelle déport, de la livraison des titres. Le déport a un 
cours qui s'indique par la lettre B (bénéfice). 

Dans ce qui suit, nous nous référerons constamment au Cha- 
pitre II. 
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LA LOI DE PROBABILITÉ. 

80. Désignons par p^^^cdx la probabilité pour qu'à l'époque t le 
cours de la rente se trouve compris dans l'intervalle x,x -\- dx. 
Quelle sera la probabilité pour que : le cours à l'époque tt ayant 
été X, le cours à l'époque tt ■+• t^ soit z? 

Cette probabilité est composée. Elle a donc pour expression 

/>x, /, dx X pz -X. /, dz = px^ t^ps -j-, ti dx dz. 

Le cours pouvant se trouver à l'époque t\ dans tous les inter- 
valles dx compris entre — oo et -h oo, la probabilité, pour qu'à 
l'époque ti -\- I2 le cours soit z, sera 

/ p.r,t,pz-x,t^dydz. 
Mais celle probabililé a aussi pour expression yo^^^^^^rf^; donc 

Pz,t^-^U— I p.r,t^Pz-jr,ud.rdz, 
el, par suite, 

Un calcul purement analylique (c/. Chap. II, §11) montre que p 
est de la forme 

H ^H«x« 

où H est une constante, où / désigne l'époque, où u est le rapport 
de la circonférence à son diamètre. 

V espérance correspondant au cours x a pour expression, 
par définition (c/. n** 7o), 



P-=-^e ' 



V espérance totale est donc (cf. n" 75) 

/ px dx = I -—r e ^ dx=i 

• '0 • V ^ 






2TtH 



De m. 
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M. Bachelier prend pour cooslanle l^espérance malhéraatique A* 
qui correspond à ^= i, en sorte que 

A = — Ti et H = — j ' 

Avec ces notations, les expressions définitives de la probabilité 
et de Tespérance mathématique sont : 

probabilité = p = —e ^"f*'', 

espérance mathématique = / px dx = k^t, 

• 1 

Le coefficient k est le coefficient d^ instabilité ou de nervo- 
sité de la valeur considérée. Pour le Rio, il est beaucoup plus 
élevé que pour la Rente, Il dépend des événements en cours. S'il 
est élevé, le marché est inquiet. S'il est faible, le marché est calme. 

Nous le calculerons plus loin. 

La fonction/) est de la forme 

p = p, e-'^Pl •»•• (po =- ' = px=i\ 
\ '}.kT^)/l / 

et peut se représenter par la courbe 

y^p^c'-^Pp'. 

analogue à une courbe que nous rencontrerons plus loin (r/. 
Jlg, 9, p. 123); nous avons deux points d'inflexion pour 

X = ±L ^-—z. = zhyfxîzk^'t, 

PoV'lT. 

Ces mêmes valeurs de x sont aussi les abscisses des maxima et 
minima des courbes d'espérance mathématique, dont l'équation 
•est 

y = dzpx = ihp^yxe-'^Pl'''', 



La probabilité du cours ;; est une fonction de t] elle croît jus- 

rjp 
dt 



•qu'à une certaine époque et décroît ensuile. La dérivée ^ est 



oulle quand / = — j-* La probabilité du cours j? est donc maxima 
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quand ce cours correspond au point d'inflexion de la courbe des 
probabilîlés. 

La probabilité dans un intervalle donné x a pour expression, 
en raison de Texpression qu^on a trouvée de la probabilité dans 
l'intervalle élémentaire dx {cf. supra), 



2/i7:v//../o 






On la calcule à l'aide des tables de la fonction 

e(w) = -^ f e-''dt (cf. n° 50 et p. .\]). 

On aura évidemment 

La probabilité 



pour que le cours soit atteint ou dépassé à l'époque ty croît con- 
stamment avec le temps. Si^ était infini, elle serait égale à -; c'est 
d'ailleurs évident. 

La probabilité que le cours se trouve compris à l'époque t dans 
l'intervalle x^^ x^ a pour expression 



pdx — -— / e-^''dt\ 

elle est nulle pour / = o et ^= oo. Elle est maxima lorsque 

I t\-x\ 
* = ■: — n > 






ou, approximativement, si rintervallexi, J72 est très petit, lorsque 



x^ 

27ÎF*' 



416530 
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81. Écart probable. — Nous appellerons ainsi rinlervalle ± alel 
que, au bout du temps ^, le cours ail autant de chances de rester 
compris dans cet intervalle que de chances de le dépasser. 

/•"*■* I r* I 

/ p dx = - y d'où / p cix = " 

ou 

{•Jtky/r.s/'tJ '^* 

on en conclut (cf. p. 44) 

a = 2 X o,4769A:v/îrv/i = r,688//, 

donc a est proportionnel à la racine carrée du temps. 

Plus généralement, soit ±: 5 un intervalle quelconque; soit u la 
probabilité que le cours, à l'époque t, sera compris dans cet in- 
rervalle. On aura 

fpdx=^,. e( ^^-_]r=,/; 

s est donc proportionnel à la racine carrée du temps. 

ESPÉRANCE MATHÉMATIQUE DU SPÉCULATKUR. 

82. Cours équivalents, cours vrais. — Tous les trois mois, le por- 
teur de 3^*^ de rente détache un coupon de o*^*", ^5. Le cours baisse 
alors de o'"^, 70. Il remonte peu après de o^*", 76 pendant les trois 
mois qui suivent, sauf variations dues à des causes spéciales, une 
guerre par exemple. 

Le cours doit donc monter de o'"^, 25 en 3o ou 3i jours, deo'',i2r) 
en i5 jours, etc. M. Bachelier considère tous ces cours comme 
équivalentsXes uns aux autres, et il appelle cours vrai correspon- 
dant à une époque le cours équivalent correspondant à cette 
époque. 

Dans les trois mois, 90 jours à peu près, qui séparent Tépoque 
où Ton a détaché un coupon de la veille du jour où l'on détachera 
le suivant, la rente doit monter de o''^,75; en un jour, elle mou- 
lera de^!^ = o^oo83. 
9« 
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Et le terme? De rjiielle nuaiUÎLé b doit-il logiquement varier en 
III jour? 

Le terme est plus clier que le compta ni de hi i| nanti lé C, sauf 
le jour de la liquidaLion, où ces deux cours sont ë^^aux* Si «jours 
lions séparent de la liquidation^ le terme doit donc, pendant 
j^es n jours, monter de la quantité 

lel pendant un jour de 



/i \ 90 / 6/1 



La moyenne de b est o^*^, 00264» 

On aura donc le cours vrai du comptant dans p jours en ajou- 
tant an murs actuel la somme ^-^ et en relrancbanl de celte 

somme les o^', ^5 du coupon si le coupon tombe dans riniervalle. 
On aura le cours vrai du terme dans y? jours en ajoutant /?/? au 
cours du jour, pourvu tpron tienne compte du coupon, comme 
précédemment, et que p conduise à une époque non située au 
delà du dernier jour du mois. 

83, Théorème d© Bachelier. — L'espérance mathématique du 
^spéculateur est nulle. 

LVspërance mathématique de Tacheteur au comptant est posî- 

sitive, en raison des coujyons. Un aclial à terme avec report nul 

serait assimilable, comme résultat, à un achat au comptant, 

[puisque, dans ces conditions, Facheteur u terme pou riait con- 

l^server sa position sans bourse délier. 

Considérais un achat a terme avec report de o'*", uS. A chaque 
liquidation, rachcleiir paie o^^aS de report; mais, entre tempSy il 
fcloucbe o^^^^D de cou(>ons tous les trois nniis, c*esl-à-dire en 
^Lmojenne o*^**, 26 tous les mois, qui équivalent au report* 
^m Or, on peut toujours considérer le re|R)rt comme étant de o^*", 2 5 
^b la condition de remplacer le cours coté par le cours vrai : nous 
^admettrons ce principe essentieL 11 en résulte que : les espé- 
rances ma thématiques de Tacheteur et du vendeur sont toutes 
deux nulles. c. q* f. o. 
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LOI DKS ÉCARTS DE PRIMES. 



84. Nous allons appliquer à Tacheleur de primes le principe 
précédemment démontré, à savoir que son espérance mathéma- 
tique est nulle. 

Soh p la probabilité pour (|ue, lors de la réponse des primes, l<* 
cours soit de H-j; au-dessus du cours vrai du ferme ou de — x 
au-dessous de ce même cours. 

Soit m -{- h l'écart vrai de la prime dont h. 

Exprimons que l'espérance mathématique totale, c'est-à-dire 
du cours — 00 au cours -h oo, est nulle. 

Evaluons celle espérance pour les cours compris entre — x 
el 4- m, entre m et m -j- A, entre m -j- A et 4- oo. 

i" Pour tous les cours compris entre — oo et m, la prime est 
abandonnée, Tacheteur subit une perte h. Son espérance mathé- 
matique pour un cours compris dans rintervalle donné est 
donc — ph et pour tout Pinlervalle 



■ h I p dx. 



2® Pour un cours x compris entre m et m-^h^ la perle de 
l'acheteur sera m -\- h — x\ l'espérance mathématique correspon- 
dante sera — />(/w -{-A — x) el pour l'intervalle entier 



-/ 



p{tn -+- h — x) dx. 



3° Pour un cours x compris entre m -h h et -Hoo, le bénéllce 
de l'acheteur sera x — m — A; l'espérance mathématique corres- 
pondante sera p(x — m — A) et pour tout l'intervalle 



Jf p(x — m — h)dx. 
m -h h 

Donc 



Jy*-»-» pm-^li pin 

\ p{x — m — h) dx ~ j p(m -h h — x)dx — h j p dx = o, 
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c'esl-à-dire 

(a) h -\- m j p dx = 1 pxcix, 

relalioli entre les probabilités, les écarts de primes et leur impor- 
tance. 

Le cas le plus simple est celui où m = o, c'est-à-dire celui où 
Timportance de la prime est égale à son écart. On ap pelle /?r //ne 
simple cette sorte de prime. 

Soit a la valeur de la prime simple. Faisons m = o dans l'équa- 
tion ci-dessus. Il vient 

f pxdx= j -« *^*'ctr = A^v^?. 

• 'o '>' "^ ^' V ' 

De a= I pxdxj on conclut que la prime simple est égale à 
l'espérance positive de l'acheteur ferme. 

De a = k^ty on déduit ce principe que la valeur de la prime 
simple doit être proportionnelle h la racine carrée du temps. 

Nous n'introduisons ici le principe simple a que pour énoncer 
le résultat suivant, qu'on déduit de l'équation (a); Téquation 
équivaut à celle-ci : 

, m m* /w* m* 

h — a-\ h , , T—i-^" = o- 

•2 \T:a ç^Giz^a^ ii)iOTt'a* 

En admettant la forme approchée 

, m m^ 

il — a -\ = o, 

•2 j^Tia 

il vient 

•31 (a /ï -H ni) =t v/ît* (v8 h h- //»)* — 4 ^ ''** 

"= j^. 



, m = Tt a ±: /tt' a* — \Tza{a — h). 



OPÉRATIONS FERMES. 



8o. Dans les formules générales interviennent deux coefficients b 
et k dont on doit demander la valeur à l'expérience. C'est un fait 

que 

b = 0,264 centime. /* = 5 jours. 
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Il en résulte que 

a = 5s/} 
a les valeurs que voici : 

pour 45 jours a = 33,54 pour ao jours.. .. . a = 7.2,30 

pour 3o jours a = 27,38 pour 10 jours a =16,1 3 

Calculons a pour un jour. On ne peut prendre a= 5^ = 5, 

car il n'y a pas 365 jours de bourse dans l'année, mais 307. Le 

363 
jour moyen de bourse est donc, en fraction d'année, ^i ^^» pour 

un jour, 

. = 5^1 = 5,45. 



De même 



, , 36j , 

Oi jour = Ol= 2— O = O, 3 1 3. 



86. Écart probable. — Quel est Tinlervalle de cours — a, -ha 
tel que, au bout d'un mois, la rente ait autant de chances de se 
trouver dans cet intervalle que de chances de se trouver au dehors? 

On devra avoir 



-on en déduit 
Pour un jour. 



pdx= -; 
'* 



£ 



= -h .U\ 



=h 46 centimes. 



zt. 9 centimes. 



On remarquera qu'il s'agit de cours vrais et non de cours cotés. 
Si n est le nombre de jours séparant de l'échéance, le cours coté 
est inférieur au cours vrai de la quantité nb. Mais il est toujours 
facile de passer du cours coté au cours vrai, et réciproquement. 

87. Probabilité de la hausse pour une période de n jours. — 

Si nb est Técarl du cours vrai au cours coté, cette probabilité est 



/, 



p dx. 

nb 

La probabilité de la baisse sera 

pdx (1 = certitude). 
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88. Problème. — Quelle est la probabilité de réussite d'un 
achat au comptant destiné à être revendu dans io jours? 

Ici, nb = 25*^, comme on Ta vu. 

Il faul remplacer nb par q5 dans la formule précédente el Ton 
trouve que la probabilité est 

0,64. 

L'opération a deux chances sur trois de réussir. 

Pour un an, il faut remplacer nb par 3oo et l'on trouve que la 
probabilité est 0,89 : neuf fois sur dix, un achat de rente au 
comptant produit un bénéfice au bout d*un an. 

89. Problème. — Quelle est la probabilité défaire un bénéfice 
quand on effectue un achat ferme au début d'un mois et 
qu'on revend un an après? 

Réponse : -• 



OPÉRATIONS A PRIMES. 

90. Écart des primes. — Connaissant la valeur de a pour une 
époque donnée, on calcule facilement Técart vrai par la formule 



/?i = Tza dz \/T,"a- — ^Tza{a — /i). 

De l'écart vrai, on déduit l'écart coté en ajoutant nb à l'écart 
vrai, où n est le nombre de jours qui séparent de la réponse. 
Dans le cas d*une prime Gn prochain, on ajoute 25 -f- (^ — 3o) b. 
On arrive ainsi aux résultats que voici : 

* Primes dont 5o. Primes dont iS. Primes dont 10. 

Écart coté. Écart coté. Ecart coté. 

à 45 jours... 5o,oi à 45 jours. .. 72,70 à 3o jours... 66,19 

à 3o » ... 20,69 à 3o » ... 37,78 à 20 » ... 48,62 

à 20 » ... i3,23 à 20 » ... 25,17 ^ ^° " ••• *^i9* 

à 10 )* ... 12,24 

Pour la prime dont 5^ pour le lendemain, nous avons : 
/i = 5, a = 5,45, d'où /w = o,8i; 
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l'écart vrai est donc 5,8i ; en y ajoutant 6| ^= r — 6 = o,3i, on 

obtient l'écart calculé 6,12. Ces écarts calculés concordent sensi- 
blement avec la moyenne des écarts observés. 

91. Probabilité de levée des primes. — Pour qu'une prime soil 
levée, il faut que le cours de la réponse des primes soit supérieur 
au cours du pied de la prime; la probabilité' de levée est donc 
exprimée par l'intégrale 



/■ 



pdx. 



e étant le cours vrai du pied de la prime. 

Le calcul, facile d'après ce qui a élé dit, donne : 

Probabilité de levée Probabilité de levée Probabilité de levée 

des primes dont 5o". des primes dont 25'. des primes dont 10". 



à 45 jours. . 


. o,63 


à 45 jours. . 


. 0,41 


à 3o jours. . . 


. o,:.4 


à 3o » . . 


• 0,71 


à 3o » . . . 


• 0,47 


à 20 B . . . 


. 0,28 


à ao » . . 


• <>,77 


à 20 » 

à 10 » . . , 


. 0,53 
. o,65 


à 10 » . . . 


. 0,36 



La probabilité de la levée de la prime dont 5* pour le lende- 
main est, de même, 0,4^. 

92. Probabilité de bénéfice des primes. — Pour qu'une prime 
donne un bénéfice à son acheteur, il faut que la réponse des primes 
se fasse à un cours supérieur à celui de la prime. La probabi- 
lité de bénéfice est donc 



/ 



p dxj 



ei étant le cours de la prime. 

Le calcul de cette intégrale conduit aux résultats que voici : 

Probabilité de bénéfice Probabilité de bénéfice Probabilité de bénéfice 

des primes /5o" (»). des primes /q5«. des primes /io*. 

à 45 jours... 0,40 à 45 jours... o,3o à 3o jours... 0,20 

à 3o » ... 0,43 à 3o » ... 0,33 à 20 1» ... 0,22 

à 20 » ... 0,44 à 20 » ... o,36 à 10 » ... 0,27 

à I o u ... o , 4 1 

(' ) Le signe / s'énonce dont {supra). 



CHAPITRE III. — JKUX DE HASARD KT ESPÉRANCE MATHÉMATIQUE. I07 

La probabilité de réussite de la prime /5*^ pour le lendemain 
est 0,34. 

Ces notions présentent un réel intérêt, et les approfondir pour- 
rait donner des résultats éclairant d'un jour très particulier les 
spéculations de Bourse. Contentons-nous de citer ce fait, concer- 
nant les primes, énoncé par M. Bachelier : 

L'opération suivante : 

Achat d*une unité /i'*" 

Vente de quatre unités.,,. /5o* 
Achat de trois unités /a5* 

donnerait un bénéfice à tous les cours, pourvu que l'écart du 
/25^ au /5o*^ soit au plus le tiers de l'écart du /5o* au i'', ce qui, 
pratiquement, est toujours réalisé. 

A consulter : Bachelier, Théorie de la spéculation. Gauthier- 
Villars, 1900. 



CHAPITRE IV. 

PROBABILITÉ GÉOMÉTRIQUE. 



93. Jusqu'ici nous avons envisagé les seules questions de pro- 
babilité où les événements peuvent se présenter un nombre fini 
de fois. 

Dans d'autres questions telles que celle-ci, proposée par Buffon : 
« On jette une aiguille sur une table, sur laquelle on a tracé des 
parallèles équidistanles; quelle est la probabilité pour que Tai- 
guille rencontre Tune des parallèles », il j a lieu d'étudier des 
cas favorables en nombre infini et des cas possibles en nombre 
également infini on plutôt le rapport de ces infinis; cela conduit à 
comparer des variétés continues de i, 2, ..., ^ dimensions. 

De tels problèmes, s'ils sont bien posés, ne présentent pas en 
eux-mêmes de difficultés spéciales. Voici, pour donner une idée 
de ce qu'ils sont, la solution du problème de l'aiguille. 

94. Soieiit e Pécartemenr des lignes parallèles, /(/<C ^) la lon- 
geur de l'aiguille. 

Concevons le plancher divisé en bandes infinitésimales perpen- 

Fig. 6. 



^ 



W 



diculaires aux traits. L'exlrémité inférieure (sur notre dessin) de 
l'aiguille a autant de chances de tomber dans une bande que dans 
l'autre. Supposons qu'elle tombe dans une bande déterminée. 
Quelle est la probabilité pour que l'aiguille coupe le trait supé- 



rieur 



.9 
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Divisons la bande en rectangles infinitésimaux. La probabilité 
pour que Textréinité inférieure soit comprise, dans le comparti- 

dv 
ment où elle tombe, enlre les ordonnées y ^^y-hdy^ est — • 

Soit A le point où elle tombe; divisons le plan autour de A en 
secteurs infinitésimaux; la probabilité pour que l'aiguille AB 

doi 
prenne un azimut compris entre a et a -f- dcL sera — > puisque B, 

étant au-dessus de A, a ne peut varier que de o à u; la probabi- 
lité de chute dans ces conditions simultanées sera 

dy doL 

e TT 

et la condition de rencontre est 

e — y < /sina. 

La probabilité de rencontre, somme des probabilités partielles^ 
sera 

ou enfin 

Tze 

Un astronome de Zurich a voulu vérifier expérimentalement le 
résultat précédent, en prenant [e = 45™", / = 36""*, ce qui cor- 
respond à 

P = 0,5093. 

Il fit 5ooo expériences : l'aiguille rencontra 2532 fois, ce qui 
conduisit à la probabilité 

F=o,5o64. 

Le faible écart entre P et P' peut être regardé comme une véri- 
fication du théorème de Bernoulli. 

Il arrive, dans des problèmes de ce genre, que l'énoncé prête à 
confusion. Telle est la question suivante : 

9o. Dans son Traité du Calcul des probabilités, J. Bertrand se 
proposederecherchevlaprobabilitépour qu'une corde quelconque 
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tl'un cercle soit plus grande que le côté du triangle équilatéral 
inscrit el, à ce propos, il résout les Irois problèmes particuliers 
(|ue voici : 

I. DUin point quelconque A, pris à intérieur d'une circon- 
férence O et sur un diamètre déterminé xOy^ on mène une 
corde perpendiculaire à ce diamètre Quelle est la probabilité 
pour que cette corde soit plus grande que le côté du triangle 
équilatéral inscrit dans la circonférence? 

Réponse : -- 

If. D^un point quelconque B, /tris sur une circonférence, on 
mène une corde quelconque. Quelle est la probabilité pour que 
cette corde soit plus grande que le côté du triangle équilatéral 
inscrit ? 

Réponse : t.* 

Ilf. D'un point quelconque C, intérieur à une circonférence, 
on mène une corde perpendiculaire au rayon OC. Quelle est la 
probabilité pour que cette corde soit plus grande que le côté 
du triangle équilatéral inscrit ? 

Réponse : - 

De la divergence de ces réponses, J. Bertrand conclut que le 
problème de la probabilité pour qu^une corde quelconque d*un 
cercle soit plus grande que le côté du triangle équilatéral inscrit 
est une question a mal posée » ; M. H. Poincaré dirait plutôt que 
« le bon sens ne suffit pas ici pour nous apprendre quelle conven- 
tion il faut faire ». 

Nous faisons, en ell'et, une convention en disant que le problème 
de Bertrand est identique à l'un des trois problèmes résolus au 
début. Nous convenons que les cordes dont on compare les lon- 
gueurs sont construites d*une façon déterminée : et il se trouve 
que la solution du problème dépend de ce mode de construction. 

En quoi la solution du jinoblème de Bertrand dépend-elle du 
mode de construction ? En ce qu'il n'est pas de comparaison pos- 
sible entre les évaluations des nombres de cordes résultant de pro- 
cédés de construction différents. Celte impossibilité, évidente s'il 
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s'agit d'un nombre de cordes limité, s'étend d'elle-même au cas 
d'un nombre de cordes illimité. 

Tout au plus peul-ou prendre des conventions plus larges que 
celles admises dans les trois problèmes traités au début : chercher, 
par exemple, la probabilité pour qu'une corde menée d'un point 
quelconque d'un diamètre déterminé xOy d'une circonférence O 
soit plus grande que le côté du triangle équilatéral inscrit ou, 
mieux encore, la probabilité pour qu'une corde menée d'un point 
quelconque du plan de la circonférence vérifie la condition 
imposée. 

Ces problèmes sont faciles à traiter. Nous y trouverons lieu de 
confirmer l'indétermination du problème de Bertrand (*). 

Problème I. — D^un point quelconque M situé sur un dia^ 
mètre déterminé et indéfini xOy d'un cercle O de rayon i , 




on mène une corde quelconque ; quelle est la probabilité pour 
que celte corde soit plus grande que le côté du triangle équi- 
latéral inscrit dans le cercle ? 

Le point M peut se trouver soit entre les points O et H, 
H milieu du rayon OA, soit entre les points H et A, soit au delà 
du point A. 

Dans le deuxième cas, les cordes menées de Mj sont plus 
grandes que le côté du triangle équilatéral si elles tombent dans 

(») R. DE MoNTBSSUS, Nouvclles Annales de Mathématiques, janvier 1903. 
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l'un des angles PM2O, RMaA définis par les cordes PM2Q, 
RM2S égales au côlé du triangle équilatéral. Au contraire, les^ 
cordes qu'il est possible de mener de O tombent dans l'un des^ 
angles PM2a?, RM2P, JKM2R. Ici, le nombre des cas favorables est. 
représenté par la somme d'angles 

P M,a7 -h ^M^ = ^M^ H- AM,Q = 2 PM,ar = -21: — 2 ^IvM^, 
et le nombre des cas possibles par 

Soit OM2 = x'jle triangle OM2Q donne 
OQ x^ 



sinôlviT^ 



sinMjQO 



et 

I 

•2X 



sinOMsQ sin^^ou M 
OMjQ= arc sin 



On remarquera que l'angle OMaQ est obtus; si donc on prend 
pour arc sin la détermination comprise entre o et - > on devra 
écrire 

M j = TT — arc sin — • 

Il en résulte que le nombre des cas favorables est représenté par 

I 
2 arc sm — • 

•IX 

Dans le premier cas, toutes les cordes vérifient la condition' 
imposée; le nombre des cas possibles étant représenté par ^, 
comme précédemment, le nombre des cas favorables sera égale^ 
ment représenté par 7t. 

Dans le troisième cas, où Ton prendra OMs =J^, si MjT,, 
MsKL sont respectivement la tangente et la corde égale au côtédu 
triangle équilatéral menées de M2, les nombres des cas favorables 

et possibles seront représentés par les angles OM3 K, TM3O. Le 
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triangle OKM3 donne 

sinÔM^ ^ sinOKM» 
OK "" OM, ' 



d'où 



donc 



de plus, 



^^v^^ sin LKO ( ou sin — 1 
sinOM,R= î^ ^, 



ÔMjk = arc sin — : 
2/ 



OT = OxM,sinTMaO et 



TM^=i 



Ainsi, /?OMr un point Ma, situé à la distance x du centre, 

- < X < I, /a probabilité d^une corde plus grande que le côté 

du triangle équilatéral sera 

. I / .1 

sarcsin — / arc sin — 

— 1. — ' y<—ir-<ij' 

pour un point Mj, situé à la distance y du centre, la probabi- 
lité sera 

arc sin — / arc sin — 

^ /'< Lr<i 



.1 \ 3 ^ .1^2 

arc sin — \ arc sin - 

y \ y 

La probabilité est donc fonction de la distance du POINT M 
AU centre. 

Revenons au calcul de la probabilité pour un point M occupant 
une posilion quelconque sur un segmenl OP = a de la droile 
xOy. 

Partageons OH en n parties égales par les points H|, Ha, . .., 
H^-n situés aux distances 

I 1 n — I 

iTi = y Xj = y •••> Xn-\= 



2/t 



du point O et prolongeons celte division jusqu'au point A par les 
De m 8 
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points H„+,, H„+2î •••? H/i-M d'abscisses 



I I 

7. in 

1 2 

2 2/1 



I n — I 



el, enfin, jusqu'au point P par les points A|, Aj, ..., Kp d'ab- 
scisses 

>'"- = ' + i;ï' 

ï 

L'ensemble des cas favorables sera pour les points a7|, . . ., x„_i 
pour les points ^/i+i, Xn^2^ ••., ^2/1-1 ^ 

I = s n - 1 

> 2arc sin ; 

Jmà %Xi 

1 = n-hi 

pour les points ya/î+u ^2/1+2, • ••» J2/Î+/» • 

7 arc sin : 

tandis que les ensembles des cas possibles seront respectivement 

; = tn-hp 



(/i— i)7c, (n — i)7c, \ arc Sin— • 



1 



J = tn-hl 

La probabilité pour l'ensemble des points considérés sera donc 
(n — i)ir-+- > 2arcsin h > arc sin 

^ Jmi 'JLXj Jmà lyj 

I = i W -I- 1 /=2w-t-l 

lin — 0^-H 7 arcsin — 
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Or, 

I 

yj-^x —yj= ^/+i ■" ^' = ^ > 

écrivant l'expression précédente comme suit : 

f = ll-H / = t W -Ht 



y = î n -+• 1 

il résulte, en faisant croître n indéfiniment, que la formule 



— h / 2 arc sin — dx->r l arc sin — dy 

P= ^- 

7CH- I arc sin - dy 

J\ y 

représente la probabilité pour qu'une corde quelconque menée 
<l'un point pris au hasard sur le segment 

OX = « > I 

soit plus grande que le côté du triangle équilatéral inscrit. 
Si l'on observe que 

/ arc sin ^ dx =.x arc sin-H-alogl — h I / [ - ) — i L 
on pourra écrire 

r- -h - log (2 -H i/s) -h a arc sin h - log (2 a -+- /4 a* — i) 

3 2 ' 2a2°^ '^ 



P = 



— ha arc sin — h log (a -h /a* — 1) 



Si a tend vers Tinfini, a arc sin- a une limite finie et P a par 
suite même limite que 

-log (2a -4- /4tt* — 
log (a -t- y/a* — i) 



soit - 
2 
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Ainsi, - est la probabilité pour qu'une corde menée à un 

cercle d'un point quelconque d'une droite indéfinie, déterminée 
et homogène passant par son centre, soit plus grande que le 
côté du triangle équilatéral inscrit dans ce cercle. 

Problème II. — D'un point quelconque du plan d'un cercle O 
de rayon i , on mène une corde quelconque à ce cercle; quelle 
est la probabilité que cette corde soit plus grande que le côté 
du triangle équilatéral inscrit dans ce cercle? 

Aux chances X et (jl trouvées tout à Fheure pour un point situé 
sur la droite xOy et à la distance d du centre de la circonférence, 
il faudra substituer les chances \,mzd^ [x.airrf de Tensemble des 
points dont la distance au centre de celte même circonférence est 
précisément d. 

On obtiendra ainsi les expressions 

A r=l i—.n-^\ i=rtw-H 

A = /i — 1 t = 'in ï /=:in-i-p 

I 



et 



* = 1 i = /n-l ;=S/i-f-l 

1 

Jf dx-i-x I nx arc sin — dx -^ 1 y arc sin— dy 



j X dx -\- I y arc sin- dy 



Si l'on observe que 



/ 



. a , X^ ,7. OL f—- 

37 arc sin— aar = — arc sin 1 — Jx^ — a* 

X 2 X % 



on trouvera que la probabilité pour qu'une corde quelconque 
menée d'un point quelconque intérieur à un cercle de rayon a 
(a>i), concentrique au cercle O, soit plus grande que le 
côté du triangle équilatéral inscrit est 

1-+-/3 — -r -H4«*a»'csin h /4a«-- ï 

3 acr 



4 — 2 71-+- 4«*a>'c sin h 4 va*-— T 
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Lk FROBABTLITé EST EîfCOIlE VXE FONCTION DU NOMBRE a, 

La lîniile de celte expression, ffiiarid a tend vers TinGni, est- t 

La probabilité pour qu^ane corde quelconque menée d*un point 

quelconque du plan soit plus grande que le côté du triangle 

éguiliitéral est encore -• 
a 

Quoi ijn*il en soit, le problème dépend d^une convenu on arbi- 
traire etf pour cette raison, il admet une iinfimté de solutions. 

An fait, considt^rons, par exemf>le, \v.^ \\e\t\ opi-rtilionî* sui- 
vantes qui cliacune matérialisent le (noblèniL* de Deili'and : 

a* On lance une bille dans un canal creusé le long d'une 
circonférence; on la fixe en son point d'arrêt; on lui adapte un 
index recti ligne quon lance autour de ce point comme pivot* 

ft. On lance une bille sur le plan d'un cercle limité à la cir- 
conférence du cercle par un rebord; on fixe la bille en son 
point d^ arrêt et on lui adapte un index rectiligne; on fait 
tourner V index autour de la bille. 

Dans Tune et l'autre de ces opéra lions, l*inde\, une fois arr*^lt% 
délfrmine dans le cercle une corde Lanl6l plus grande j tarUùl plus 
|>ehle que le côlé du triangle équi latéral inscrit. Gela posé, répé- 
tons l'opt^ration a un très grand nombre de fois et soit ai le rap- 
port dxi nombre des cordes plus grandes que le côté du triangle 
équilatéial inscrit au nombre des tordes plus petites que ce même 
côlé; puis, reprenons l'opération // cL calculons ici encore le rap- 
port du nombre des curdes de la première catégorie au nombre 
des cordes de la seconde catégorie : on trompera que tes 
nombres a, fl tendent vers des limites non identiques quand le 
nombre des expériences s* accroît de plus en plus. 

Nous ne saurions nous en étonner, car, dans chacune de ces 
deux calëgories d'expériences, le problème de Bertrand se trouve 
matérialisé au prix tVune convention spéciale, portant sur la ma- 
nière de lanctT la bille qui sert de pîvol à l'index . 

En dernière analyse, la solution du problême nèPENO i/une 
CONVENTION. J. Bertrand le savait, car, nous dît AL Darboiix dans 
son bel éloge académique : « Cette question Ta préoccupé; il en 
avait trouvé la solution, mais il la laisse tbercber à son lecteur »• 
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I. — PROPOSITIONS FOHOAMEHTALES. 

96. Tout calcul renferme sa contre-partie. A toute opération 
correspond une opération inverse. La soustraction et la division 
sont l'inverse de l'addition et de la multiplication. Le calcul des 
intégrales indéfinies est Tinverse du calcul des dérivées. De même 
dans le Calcul des probabilités, nous allons le voir. 

97, Théorème de Bayes. — Un événement A peut être le fait 
de l'une quelconque des causes d, C2, ..., G^. La probabilité 
que la cause d- produira l'événement A est/?/. La probabilité que 
la cause G/ soit mise en jeu est a>|. L'événement A a eu lieu. On 
demande la probabilité que ce soit la cause Ci qui V ait produit, 

La probabilité que la cause ait été mise en jeu était co/, la pro- 
babilité que mise enjeu elle ait produit l'événement A étant/)/, la 
probabilité que la cause G/ sera mise en jeu et produira l'événe- 
ment A est la probabilité composée t^ipi. 

D'autre part, la probabilité que l'événement se produira est 

par suite, x étant la probabilité pour qu'une fois produit il soit dû 
à la cause G,-, 

sera la probabilité : i** que la cause sera mise en jeu et a** qu'elle 
produira l'événement A. Donc 

Xi{uiiPl ■+■ UitPi -4-. . .-+- ^nPn) = (*iiPi 

et 



I 

I 
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L^expression doonée de la probiibilitc x constitue le théorème 
de Bayes, 

On peuldooDer de ce tliéorème une démonstralion d^apparetice 
ohjeclive, 

M urnes conlenânl cliycune Q boules sonl réparties en catégo- 
ries Cf, Ca, .*., C,i' Les urnes de la catégorie d sont au nombre 
de tU|M; les urnes de la catégorie Gj* au nombre de ï'>j M, etc» 
La probabilité cpie la cause G/ est en jen est 

-M' =""• 

Dans les urnes de ciilégorie C| il v a Q boules et /?|Q boules 
blancfies; dans les urnes C2 il y a Q boules el /j^iQ boules 
blanches, etc. 

Ou a tiré une ïioule blanche. Quelle est la probabilité que Turne 
choisie appartiendra à la catégorie G/ ? 

Le nombre des cas favorables e»^! le nombre des boules blanches 
de hi catégorie Ciy soii tu//>/ MQ, Le nombre total des cas possibles 
est celui des boules blanches, soit 



**iipt 



^tPi 



^fipn 



^Ê Le problème princi[ial cgni se pose ici est de chercher la proba- 
bilité pour qu'un événement E se produise m fois dans m -h n 
épreuves, étant donné qu'il s'est produit p fois dans p -h *J 
épreuves. 



98, Laplace encore (*) préseule la question sous forme objec- 
tive, comme suit : 

Supposons qu*on ait observé que, sur p -^ (J enfants, il est né 

p garçons et q filles, et que ron cherche la probabilité P que, sur 

m -\- n enfants qui doivent nailre^ il v aura ni garçons et a iilles; 

|si fon nomme x la probabilité qiTun enfant qtii doit naître sera 

tin garçon et 1 — x celle qu^il sera dite. 



Plx 



_ ip-^q 



p\q 



— * TP(i — xYi 



(*) LiPtACB, Œuvres : Mémoire sur les probabilités, t. IX, p, 419. 
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sera la probabilité pour que, sur P'\- q enfants, il y ait p garçons 
et q filles; ce sera le nombre des cas favorables, la probabilité 
étante. 

V^x est fonction de x\ marquons en ordonnées AB, CD, EF, ... 
les différentes valeurs de P^x» correspondant à ^ = OA, x = OC, 



y 




L^ 


F 
3 


g. 8. 


< 


> / 


( ( 


: E 1 a^ 



x= OE, . . .; imaginons qu'on donne à x toutes les valeurs pos- 
sibles (de o à I , car n est une probabilité) ; les points B, D, F, . . . 
dessineront une courbe dont Taire 



i: 



Vxxdx 



représentera Vensemble des cas favorables. 
De même 



P" = ^^r^ ^4^ --"(—>- 



m\ n 



p\q\ 



sera la probabilité que, sur p -h q enfants qui naîtront d^abord, il 
y aura p garçons et q filles, et que sur m-^ n enfants qui naîtront 
ensuite, il y aura m garçons et n filles; c'est le nombre des cas 
possibles, étant donné que la probabilité est x; Vensemble des 
cas possibles sera comme précédemment 



/' 



P,^cix. 



Or, 



/ 



xi'ii — x)*i dx = 



{P'i-\){p- 



I 



XP-^tn ( I — X )7-t-« dx : 



-1). 

7 



.{p-hq 

■n)l 



(/? -f- //i-h i)(/)-4- m -h u )...(/;-+- y 4- m -4-/H-I) 
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on en déduit : probabilité demandée 

dx 

^ (m -h n}l fy-h I )(cf-^'jti..(q-h n){ p-^- t)(p-\-'i},> (p-hmj 

m\ n l (/> -hiy-f- 2M/>-e ^-H 3).,.(^ -^7 -+- m -r- /i - i) 



X'- 



dx 



99. Application. — Deux Joueurs d'échecs ont joué a + b par- 
ties; le premier en a gagné a, le second 6. Quelle est la pro-- 
habilité que le premier joue tir gagnera la (a 4- 6 -h i)'^'"^ 
partie ? 

Fdisons m = i, /î = odaiis \\\ forniule précédeDle que nous 
c*c rirons 

{m-^ n)\ \ q -i- n )\ y p ^ tu \ \ i p ^ tf -^ \ 1 1 ^ 
ni\ n\ (j \pl{p -f-q -T- m -i- n ^t- i)\ ' 



il vienl 



(/? -+- y -♦" 1 ) I p -i- q -f- 1^ 



ici /? = a, q = b; la probabilité cherchée est donc 

g-t-T 



m — THÉORIE DES ElElïïlS, 

100« Erreurs systématiques et accidentelles. — Dans les sciences 
d'observation, astronomie er autres, il est nécessaire d'étudier les 
erreurs dont les ohi^ervations peuvent être aflectécs. C'est le seul 
niojen de se faire une idée rie la précision des observalions. 

Les erreurs peuvent ici se classer en deux catégories bien défi- 
nies : les erreurs systématiques et les erreur^ï accidentelles. 

Les erreurs sjslémalir|ues sont dites instrumentales y person- 
nelles ou théoriques suivaiil qu'elles proviennent du défaut de 
I instrument employé, de Tinhabilelé de l'observateur ou de cer- 
taines causes dont les effets peuvent se calculer a Favanoe. 

Un exemple type d'erreur sjsténialiijue est celui-ci : usage pour 
une série de mesures de longueur d'un mètre trop long. Il s*agit 
dans ce cas d'une erreur instrumentale* 
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11 n'y a pas lien d'insister ici sur les erreurs systématiques, le 
calcul des probabilités ne concernant que les erreurs acci- 
dentelles. 

D'après M. Gruey, « l'expérience prouve que les diverses 
mesures d'une même grandeur, laites soigneusement avec toute 
la précision dont la méthode employée est susceptible el purgées 
de toutes les erreurs systématiques, présentent encore de petites 
différences. Ces écarts sont dus à des causes irrégulières ou acci- 
dentelles et ont reçu le nom d'erreurs accidentellks. 

» Les erreurs accidentelles ne sont liées par aucune loi aux 
observations et ne peuvent être calculées a priori. N'étant pas 
calculables a priori, à cause de la nature capricieuse et irrégulière 
des causes qui les produisent, elles tombent dans le domaine du 
Calcul des probabilités car elles offrent, par définition même, les 
caractères suivants : 

» I" Les erreurs positives ou négatives, d'égale valeur absolue, 
sont également probables et, sur un grand nombre d'observations 
d'une même quantité, également fréquentes; 

» 2° Toutes les erreurs sont comprises entre des limites — b 
et -t- 6, limites variables avec l'espèce d'observation. 

» 3° Les erreurs ne sont pas distribuées uniformément entre les 
limites — 6 et -|- 6; les plus petites sont les plus fréquentes. » 

101. Loi des erreurs accidentelles d'observation. — Bradley a 
mesuré 470 fois le même intervalle de temps, avec toute la pré- 
cision que comportaient ses instruments. 

Regardant comme mesure exacte la moyenne arithmétique n^ 
des 470 nombres obtenus, regardant en conséquence la différence 
Up= n^ — np^ prise avec son signe comme l'erreur dont la mesure 
np est affectée, il se trouve que, conformément au Tableau ci-après, 
47 erreurs sont comprises entre o%o et-Ho%i; 47 aussi entre o',o 
et — o*, i; etc. Bradley a trouvé : 



94 erreurs dont sensiblement. 
88 » » . 

78 » » . 



y. X, X + àx. 

s s 

\ 47 entre 0,0 et -t-o,i 

j 47 0,0 — o.i 

44 4-0,1 -+-0,2 

44 —0,1 -0,2 

39 -t-0,2 -t-0,3 

39 —0,2 —0,3 
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12^ 











y- 


X, 


X -^^x 


58 


erreurs 


dont 


sensiblement.. 


i 79 entre 
' ( 29 


-^0,3 
-0,3 


-+-0,4 

-0,4 


5i 








25 

" 76 


H-0,4 

-0,4 


-4-0,5 

-0,5 


36 








S '« 


-+-0,5 
-0,5 


H-o,6 

-0,6 


26 








i3 

'i i3 


-t-0,6 
-0,6 


-t-0,7 
—0,7 


14 








: 7 
' ( 7 


-f-0,7 
— 0,7 


-+-0,8 
-0,8 


10 








5 

* i 5 


-f-0,8 
-0,8 


-t-0,9 
-0,9 


7 








3 

"\ 4 


-+-0,9 
-0,9 


-f-i,o 

— 1,0 



en plus, 8 erreurs, tant positives que négatives, sont un peu supé- 
rieures a i". 

Si Ton porte en abscisses les nombres J7, j: -|- Ax, ... et eo 

Fig. 9. 



4^ 



IM 



HO 



50 m 



cr 

ordonnées les nombres ^ ou, ici, 10 y y on obtient la figure 9, où 

les aires AjrCB = 47, A^EF = 44» ••• représentent les nombres 
d'erreurs compris entre o et ^x (o* et + o*, i), Lx et 2 Lx (-^- o*, i 
et o', 2), ... 

Or, les sommets B, E, G, . . . se trouvent à très peu près sur 
la courbe 



(i) 



^ = 47.365 -l-e-».'^'^, 
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comme le montrent les résultats suivants : 



^y 





calculé 






Erreur. 


au moyen de 


(•). 


observé. 


' = o,o5 


94 




94 


o,i5 


89 




88 


o,a5 


78 




78 


0,35 


64 




58 


0,45 


5o 




3i 


0,55 


36 




36 


o,65 


'^4 




•26 


0,75 


i5 




i5 


o,85 


9 




10 


0,95 


5 




7 



En général, l* expérience montre qu^à une série quelconque 
d'observations^ faites avec toute la précision que comportent 
les instruments employés, répond une relation de la forme 

où y ^x désigne le nombre d'erreurs comprises entre les inter- 
valles X ei X -\- iix] y^ et li^ sont des constantes appropriées à la 
série d'expériences en jeu. On évalue les erreurs, comme il a été 
dil, en partant de la movenne Wo des chiffres trouvés. 

102. Calcul des constantes y^ et A*. — Soit y, le nombre d'er- 
reurs comprises dans l'intervalle o, 4- ^x ; on aura, en faisant j: = o 
dans la formule (1 ), 

ce qui déterminera y^, 

La formule donnera ensuite 

logjo— logr _ A, . 

sij'2ï J^3>^4» ••• désignent les nombres d'erreurs comprises dans 
les intervalles H- A:r, -|- 2Aj:; -t- 2AJ7, 4-3Aj;; -4- 3 Ax, 4-4*^^) ••• 
il viendra 

logro — logr» _ i,î log^o— logra _ 1.5 l"gro— logrv _ ,,î 

ÂI> ""'' (TÂJji ~^*' (1ÛFJ5 -''»' •••' 
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OÙ les nombres A|, h^-i As, ••• sont peu différents les uns des 
autres. Ou prendra pour h la moyenne arithmétique de A|, 
h^i As? • • • 

Revenant à la formule 

où ron attribue à h la valeur calculée comme il a été dit y on 
reprendra le calcul de y^ en calculant 

et en prenant pour y^ la moyenne arithmétique de ^oi? ^oa» 

J^03) • • • 

Ce mode de calcul, tout schématique, donne une idée des mé- 
thodes dont on se sert usuellement pour calculer les constantes 
y^ et h. En réalité, on prend ordinairement pour h la valeur que 
l'on va trouver ci-après et Ton en déduit y^ comme il été dit. 

Nombre des erreurs comprises dans un in ter stalle x^x^, — 
Les nombres d'erreurs comprises dans les intervalles Aj? ; Ax, 2 ^x ; 
aAx, 3Aj?; ... sont représentés par les aires des rectangles 




OABC, CDEF, . . . figurant la courbe A'BE . . . ou^ = ^0^"*'^'; 
il est commode de regarder ces nombres d'erreurs comme repré- 
sentés par les aires curvilignes O A'BC, OBEF, ... De la sorte, 
les aires curvilignes OA'BC, OA'BEF, ... représenteront les 
nombres d'erreurs positives inférieures ou au plus égales à Ax, 

2 A^, Plus généralement, l'aire O A' M P représentera le nombre 

d'erreurs positives inférieures ou au plus égales à OP et une 
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aire PMRS rpprésenlera le nombre d'erreurs positives comprises 
«ntre OS, OP ou égales à OS, OP. 

103. On conslale expérimentalement ({\xe ces aires curvilignes 

représentent bien les nombres d'erreurs comprises entre x^ et :rj 
.pourvu qu'on attribue aux constantes j'o et A des valeurs appro- 
priées qui ne sont plus les mêmes que précédemment. Cetle 
distinction se conçoit puisqu'on substitue les aires curvilignes 
OA'BC, CBEF, ... aux rectangles OABC, CDEF, ... et puisque, 
si Nàx est la plus grande erreur positive, on ajoute aux erreurs 

constatées des erreurs hypothétiques en nombre yo 1 e^^*^* dx. 

En effet, la courbe j' =^o 1 e~^^^*dx est asymptote à Oj:, 

tandis que, dans les expériences, les erreurs ne dépassent jamais 
un maximum NA:r. Mais si l'on considère que l'aire supplémen- 

taire yo 1 e' ^^^*dx tend très rapidement vers zéro quand NAx 

croît, on se rend compte qu'elle ne puisse guère fausser les résultats 
de quantités appréciables, les erreurs étant elles-mêmes ap- 
proximatives. 

lOl. Calcul des constantes y^ et h. — Le nombre ,total des 

e~''^'*dx^ N étant le nombre total 

des observations donnant lieu à des erreurs positives. Or, nous 
l'avons dit, à cette intégrale on peut substituer, sans erreur sen- 
sible, l'intégrale 

De même, le nombre total des- erreurs négatives est sensible- 

4nen f^^^^ ' ; si m est le nombre total des observations, on aura en 
iîn de compte 
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d'où 

mh 

-et 

Posant A:r = ^, d'où rfa:= -t-> il viendra 

^ = -— / e-'' rf^ = — X -= / e-'' rf/ 

et l'on détermine h en donnant à j^ et :p deux valeurs correspon- 
-dantes. 

Par exemple, pour les observations de Bradley, m = 470, et 
,pour y=- 47» ^ = o, I, on a 

1 0.1/1 



4 






/tt •''0 

Les Tables de la fonction 6(^) = -pz 1 e~'' rf^ donnant 

o,2 = e(o,i8), 

on aura 

0,1/1 =0,18, 

d'où 

A = i,8. 

A dire vrai, si l'on substitue à j^ et ^ plusieurs systèmes de 
valeurs correspondantes, on ne trouve pas pour h des valeurs 
identiques; ainsi, pour l'intervalle o* — i* des observations de 
Bradlej, on aurait 



d'où 



i— -fiA-' 



^t 

h = 1,65. 
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En conséqueDce, on préfère ne pas donner à A la valeur se 
rapportant à tel ou tel système de valeurs correspondantes de y 
et x^ mais plutôt la moyenne des valeurs que les difTérents sys- 
tèmes (j^', :r) donnent à h. Ici, cette moyenne est A = 1,764, et 
la formule 

/ir «/o 

représente convenablement la série des mesures. 

Pour a7< = o, I, J72= 0,2, ^3 = 0,3, cette formule donne 

.Xi = 47> r« = 8^» ^3 = 1 38, 

les nombres observés étant respectivement 47, 91» i3o. 

J'ajoute, comme précédemment, que ce mode de calcul de la 
constante h est encore schématique et donne seulement une idée 
de ce qui se fait pratiquement. Nous verrons un peu plus loin 
comment on calcule eflTeclivement h {cf, n® 113). 



PROBABILITÉ d'uNE ERREUR DONNÉE, 

lOo. Probabilité pour que Terreur tombe entre x et x-tt-dx, — 
Par définition, cette probabilité est le rapport du nombre dy des 
cas 011 Terreur tombe dans cet intervalle au nombre total m des 

cas, c'est-à-dire — • Désignant cette probabilité, qui tend vers 

zéro avec dx^ par dp^ 

dp = -i-y^ f e-f^'^' dx= 1- voe-'*''' dx = -f^ e-^'-*^' dx ; 

dp so nomme probabilité de V erreur x, 

106. Probabilité pour que Terreur tombe entre o et ar. — Cette 
probabilité est évidemment 

X 

y^dp^ r dp, 



ou 

h /•"* Il r^"^ 

/? = -7= / e-f*'^'dx = 1 -A / e-^'dt. 
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107. Probabilité pour que l'erreur tombe entre —x et x : 
P= ^ r e-^'^'dx=^ r e-f^*^'dx= 4= f '«-'"^'• 

Cette probabilité peut se calculer au moyen des Tables de la 
fonction 6(^). On peut aussi écrire 

t t^ /» 



I 1.2 1.2.3 

d'où, remplaçant t par — t'^ et intégrant dans les limites o à hx^ 
p __ 2 / hx A'ar' i A*a?* i h'^x' \ 

série convergente, quel que soit Aj:. 

Erreur probable. — Si nous voulons calculer pour quelle 
valeur /| de t ou x^ de :r la probabilité P est -> nous avons à 
résoudre Téquation 






qui donne, par approximations successives, 
f , = /i:ri = o ,4769363 — 

L'erreur X\^ qu'on écrit ordinairement r, se nomme Verreur 
probable. 11 y a autant de chances pour qu'une erreur tombe 
entre — r et -t- r qu'en dehors de cet intervalle. Si l'on rangeait 
les erreurs par ordre de grandeur absolue, en les répétant autant 
de fois qu'elles se présentent, r occuperait théoriquement le 
milieu de la séVie ain.si formée. 

108. Moyenne des erreurs. — Ou nomme ainsi le quotient de la 
somme des erreurs, prises en valeurs absolues, par leur nombre 
total m. 

Les erreurs comprises entre a: et :r + dx sont en nombre 

dp = -^e-^'^*^ dx, 
De m. i) 
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Cl, chacune étant égaie, à un infiniment petil près, àx, leiirsimme 
a pour expression 

La somme totale des erreurs sera donc 
et leur moyenne 



Av^t: 



C'est un fait d'expérience que la moyenne des erreurs diffère 
peu de la moyenne arithmétique de la somme algébrique 

I Ho— n \-^\ /<,>—//'[ H-...-I- \nti—n,„ \ 
m 
des résidus 

u' = riQ — n'y u" = /lo — /i', . . . , u,n = /lo — '*/m« 

109. Moyennes des carrés, cubes, etc., des erreurs ou quotients 
des sommes des carrés, cubes, etc., des erreurs par leur nombre 
total m. — Les erreurs comprises entre x ei x -\' dx sont en 

nombre -p e"^'-^' rfx, et, chacune étant égale, à un infiniment petit 

près, à X, les sommes de leurs carrés, cubes, etc., ont pour 
expressions 

JL X* e-'''^' dx, A ^' ^"*' ' '' • • • • 



Les sommes des carrés, cubes, etc., des erreurs sont, par suite, 
/ x*e-'^''^*dx= —j-, — — / x^e-f'^^*dx= 7=, ...» 

et les moyennes des carrés, cubes, etc., des erreurs sont 

I I 3 
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On déduit de là desrelalions remarquables. S^ Sa, Sj, S4 dési- 
gnant la somme a]gébri(|iie des résidus, des carrés des résidus, 
des cubes des résidus, des quatrièmes puissances des résidus, c'est 
un fait d'expérience que l'on a sensiblement, nous l'avons déjà 
dit, 



et aussi 



Sy _ 3 



110. On en déduit 



Sj Ss S4 



(I)' " (ï/ ■ (ir ' 

Ces formules singulières méritent une telle confiance que, si 
elles se trouvent en défaut, il y a grande présomption que le» 
résultats immédiats de Texpéiience ont été altérés. 

m. Erreur moyenne t. — Soient x', a/', x'\ ... les erreurs 
commises sur les nombres /t', /i^, rt!" ^ ..., donnés par Tobscrva- 
tion de /i. On appelle erreur moyenne e la racine carrée de la 
somme des carrés des erreurs préalablement divisée par leur 
nombre /n. 

Le nombre des erreurs tombant entre x cl x -\- flx élaiit dy^ 
la somme des carrés de ces erreurs sera, ù un infiniment petit du 
deuxième ordre près, 

et l'on aura 

Or. 

— f e-^* '^ dx — - • 
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différen liant par rapport à A, 






d'où 



''=ii?' 



ce qui donne, pour les 470 observations de Bradley, 

e==ho',39. 
\J erreur moyenne e diflfère peu du résidu moyen p, 



^^^{jlrzl^ 



— n' Y-¥ {n^— n'Y-^ . , .-^ {n^— n,nY 



Pour les observations de Bradiey, 

p =it:o*,4oi. 

On peut donc substituer V erreur moyenne e au résidu moyen o, 
ce qui confirme la légitimité de l'emploi de la fonction 

Égalant à zéro la dérivée seconde de la fonction 
il vient 






/iv/'2 

Le point d* inflexion de la courbe des erreurs correspond donc 
à la valeur de Cerreur moyenne. C'est là un fait remarquable. 

112. Précision d'une série d'observations. — Lorsqu^il y a 
même probabilité pour que dans deux séries d'observations l'er- 
reur tombe entre les mêmes limites — x et -\- x^ on dit que ces 
deux séries sont également précises. 

Si la probabilité P pour que l'erreur, dans une première série, 
tombe entre — a: et -+-J7, est égale à la probabilité P' pour que 
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l'erreur, dans une deuxième série, tombe entre — a/ et + j:', on 
dit que les précisions co et <o' des deux séries sont inversement 
proportionnelles à :c et x'j de sorte que, par définition, 



Or, 



10 _ X 



^, ^ a Ih'x' h"^x"^ I h'^x'^ \ 



h et A' étant les paramètres respectifs des deux séries d'observa- 
tions. Pour que P = P', il faut et suffit que hx = A'^'; donc 

x' h tù h 

— = r-r et — = --. 

X h iù n 

Si A", A"', . . . sont les paramètres d'une troisième, d'une qua- 
trième série d'observations P", I^", . . ., 



k h' ■" h' H" "" 

Les paramètres A sont donc proportionnels aux précisions co, et 
Ton peut représenter les précisions w par les paramètres A. 
Nous écrirons en conséquence w = A. 
Remarquer que, tout comme A, e = — rr caractérise la précision 

de la série d'observations correspondante P. 

113. Relations fondamentales. — Écrivant AS = i, et joignant 
cette relation à celles-ci, déjà trouvées, 

Ar = o , 476936J . . . , // £ = —TL i hr^= —pz , tu = /i , 

on voit qu'une des six quantités A, 0, r, s, t), co étant donnée, les 
cinq autres s'en déduisent par le calcul. 
En particulier, 

i =o,r>744897...- 

Ordinairement, on calcule e à Taide de la série des résidus des 
observations et l'on en déduit A, 8, r, r,, w au mojen des formules 
précédentes. 
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Inversement, si Ton donne £, on peut calculer A, puis, sur 
m observations, le nombre y d'erreurs lombant entre x el x -\' Ax, 
ce qui permet, en fixant ^x et en faisant varier :r, de reconstituer 
la série des erreurs x' ^ 3d\ x'" ^ . . ., avec une approximation d'au- 
tant plus grande que m est plus considérable. 

Ainsi, donner la série des erreurs, c'est donner e, et récipro- 
quement. Le plus simple est de donner e, qu'on peut regarder 
comme une constante caractéristique de la série correspondante 
d'observations. 

Inscrivons, cliacune sur une boule, les mesures /î', /î"^, n'", ... 
de n et plaçons les m boules dans une urne. Cette urne représen- 
tera la série des observations et l'on sera tenté d'inscrire sur sa 
surface externe l'erreur moyenne e qui caractérise la précision de 
la série ou de la méthode suivie pour observer. Faire une obser- 
vation dans cette méthode, c'est tirer au hasard une boule de 
l'urne et adopter comme mesure le nombre inscrit sur cette boule. 
On ne connaît pas l'erreur vraie de cette observation isolée; elle 
peut être également, mais avec des probabilités différentes, l'un 
•quelconque des termes de la série x' ^ x" ^ x"\ ..., qui se déduit 
de £. C'est ce qu'on exprime en disant que l'erreur moyenne de 
-cette observation est e. 

Lorsqu'il s'agit d'introduire dans un calcul un nombre erroné a, 
obtenu d'ailleurs par un procédé quelconque d'observation, et 
de se faire une idée de la précision du résultat, ce qu'il importe 
de connaître, à défaut de Terreur vraie de a qui échappe toujours, 
c'est l'erreur moyenne e de ce nombre, c'est-à-dire la série des 
erreurs fortuites qui peuvent affecter a, mais avec des probabilités 
différentes régies par la formule 

114. Erreur moyenne et probable d'une fonction. — Soient 
F(XYZ) une fonction de (piantilés inconnues X, Y, Z, Xe, Y©, 
Zq, des valeurs approchées connues de XYZ, et X = Xo-4-X', 
Y = Yo+ Y', Z = Zo+Z'; on aura 

F(XYZ;=F(XoYoZo)-.i|x'-v^r-^gz'^..., 
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et, si X', V, TJ sont assez petits pour que leurs carrés, cubes, etc., 
soient oégligeabtes, F(XYZ) diffère peu de 

/(XYZ) = F(X,Y,Z,)-^^^X'+^r^i|z' 
= Fo-4-a\'-i-6Y'-f-cZ'. 

Soient X'^, Y'^, Z^ des valeurs de X', Y', Z' données par l'ob- 
servation eXûc! y ^ z' les erreurs 

x' = \\~\\ y = Y; — Y', y=z;-z'; 

la valeur de f correspondant à X'^ , Y,, Tj\ seni 

FoH- aX; -r- h y; h- cZ; = Fo-h aX'-h 6 Y'-h cZ' 

-+- a(X; - X') -h h{\\ — Y') -+- c(Z; - Z') 
= valeur vraie de y* -h aa^'-h ^^'-i- cz\ 

en sorte que l'erreur commise sur y* sera 

/'= ax' -\- by ->r- cz\ 

Considérons actuellement un système de valeurs de X', Y', Z' 
donné par l'observation, et soient e^r, Cj, Sz les erreurs moyennes 
commises sur X', Y', Z'; soit encore £/ l'erreur moyenne dont est 
par suite entaché /. 

A m systèmes de valeurs observées répondent m erreurs 
vraies de y, dont la somme des carrés est, en la désignant par 

[/7'] = V7', 

[f'f] = a^[x'x'] 4- b^ly'y J -^ c^Vs') 

H- iab[x'y\ -H 'i.ac[x' z'] H- 2 6c[j'-3'J 
= a'^[x'x'] -h ^Hyy] -^ c*[-''5']. 

car [^y] = [:r'y] = [jk'^'] = o si le nombre m des observations 
est très gnind. En effet, les termes alors sont sensiblement deux à 
deux égaux et de signes contraires dans la série des valeurs de x 
répondante tx^ dans celle des valeurs de ^ répondante e^-, dans 
celle des valeurs de z' répondant à £«, de sorte qu'il en est de 
même dans la série des valeurs de x'y'^ x' z' ^ ^'^'• 
Mais, lorsque m est très grand, 

[/'/'] = me>, [a/x^] = mt%, \yy] = ms}, [z'z'] = mz!; 



t36 CALCUL DBS PROBABILITÉS. 

donc enfin 

115. Erreur moyenne e déduite des observations. — Le résidu 
moyen d'une série d'observations est une valeur approchée de 
l'erreur moyenne e; mais on peut tirer des résidus une valeur plus 
exacte de cette erreur moyenne. 

Soient : 

n', n"^ ri" ^ , ..^ rim les mesures, en nombre m, d'une même quan- 
tité n ; 
/lo leur moyenne arithmétique ; 
a', a", w'", . . ., Um les résidus correspondants; 
x', ar", x"\ ..,, Xm Ql ^0 les erreurs réelles des mesures et de ^o. 
On a 

n =: riQ-h Xq = n' -h x' = n" -h x' =: , , . = n,n -i- a?/,,, 
/lo = n' H- a' = n'-h a' = n'" -H a*" = . . . = n,,, -h Wm, 
d'où 

Xq= x' — U = X''-- U' ^X*" — u"' = . , .= X,n -f- U,n, 

c'est-à-dire 

x' = u' •+- Xo, 
x" = u" -h Xo, 
x'" = u'" -+- Xo, 



X m — W//I -h Xq. 



La somme, membre à membre, de ces équations élevées au carré 

donne 

[a?ar] = [uu\->r •xxq[u\-\' marj. 

Par définition de l'erreur moyenne e d'une 'observation, 
[a?j:] = m£^ et, par définition des résidus, [m] = o; d'ailleurs, 
Xq étant inconnu, on ne peut faire mieux que de lui substituer la 

valeur moyenne Co ou -— • Donc l'équation précédente donnera 
y/m • 1 



= l/S 



H6. Poids des observations. — Soient e', e", z"\ ... les erreurs 
moyennes respectives de plusieurs séries d'observations, S', S'', 
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S''^, ..., de même genre, mais de précisions inégales. Comme 
terme de comparaison, imaginons une série fictive S d'observa- 
lions de même genre el d'erreur mo^yenne e. 

On peut admettre qu'une seule observation réelle de la série S' 
est aussi bonne ou de la même importance (|ue p' observations 
assujettiesà la seule condition que leurmojenne arithmétique ail, 
comme l'observation de la série S', e' pour erreur mo^yenne. 

Appelons poids d'une observation de la série S' le nombre p 
défini par la relation 

en sorte que 

et, si p"^ p'"^ . . . sont les poids des séries S"', S'", . . ., 

On remarquera : 

i® Que cette suite d'égalités suppose que le poids des observa- 
tions de la série S est i ; 
2*» Que 

P ^ P ^ 

d'où 

p'' p'' "" 

Les poids des observations sont inversement proportionnels 
aux carrés de leurs erreurs moyennes et directement propor- 
iionnels aux carrés de leurs précisions. 

Cela posé, proposons-nous de résoudre le problème que voici : 

Trouver la valeur la plus probable de plusieurs mesures 
directes de poids différents. 

Soient : 

/i', /î'', n'\ ... les valeurs observées d'une grandeur X; 
p'i p'^j /?'", ... les poids respectifs de ces observations; 
x'j x^, x'\ ... les erreurs vraies de /?', /i", n" , ... ; 
c', e''^, e"', ... les erreurs moyennes des mêmes quantités. 
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On peut regarder : 

Al' comme la moyenne de /?' observations de poids 1 dont la somme 

serait /?'/?'; 
n^ comme la moyenne de/>" observations de poids 1 dont la somme 

serait /i"/?"; 
/i'" comme la moyenne de p^" observations de poids 1 dont la somme 

serait /l'y. 

Il est donc permis de remplacer la série d'observations réelles n\ 
/î", n!^\ ... de poids différents par une série d'observations fictives 
de poids 1 et en nombre p' -\- p" -\- p"' -\- , . . ; la moyenne arithmé- 
tique Xo de ces observations fictives sera 



Xo = 



_ p n -^ p n 



Elle se nomme la moyenne générale ou la moyenne probable, 
ou encore la moyenne par poids des valeurs observées n', /i", 

/i'", Le poids de Xo, rapporté à la même unité que />', //, 

/>'", ..., est évidemment 

et son erreur moyenne eo est 

E 



v[p\ 

e désignant l'erreur moyenne des observations fictives de poids 1. 
Si s n'est pas connu, on peut le tirer comme il suit des obser- 
vations elles-mêmes. Appelons résidus les différences X© — /i', 
Xo — n'\ Xo — /i'", ..., et désignons-les par n'y u'\ u!^\ — On aura 

X — n' = j:\ Xo — n' = w', 

X-/l' = J7', Xo— /i' = w', 

\_,r=5:"', Xo-/l"'=ll"', 

et, multipliant par y///, y/p^, \/yô^, . . ., 

X y/// — n')/p' = x')/p\ Xo vV— n' /p = u' /p , 

X v/7~ n''v/7/= ar'v/?» Xy/^- n''^p'= u^/p' , 

Elles montrent que xyp est Terreur vraie commise sur i{\fp\ 
pris pour valeur de Xy//)', et que iJ \fp est le résidu correspon- 
dant. Mais Terreur moyenne de ai' étant e', celle de n^sfp est e'y^ 
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OU e. Donc a^ sfp peut être considéré comme un ternie d'une 
série d'erreurs caractérisées par Terreur moyenne e. Le même 
raisonnement montre que a/' y/^, a/"^p"\ ... sont d'autres termes 
de la même série. Donc, si m est le nombre de ces termes ou des 
quantités observées /i', /i", n"\ . . ., on aura 



y m — I 



117. Application des formules précédentes. — On trouve, dans 
les Œluvres de Besse], les 4o mesures suivantes du diamètre t: de 
Saturne, réduites de façon à être comparables : 



38,91 


39,35 


39,41 


39,02 


39, 3i 


39,25 


39,40 


39,01 


38,93 


39, >4 


39,36 


39,86 


39, 3i 


39,47 


39,20 


39, 5l 


39. "7 


39,29 


39, 4« 


39,21 


39.04 


39,3-2 


39,30 


39, '7 


39,57 


39,40 


39,41 


39,60 


39,46 


39,33 


39,43 


39,5i 


39,3o 


39,28 


39,43 


39,45 


39,o3 


39,62 


39,36 


39,72 



ni = 40. 
En les considérant comme également précises : 

[aa]= 1,5884, /io= 39,3o8, 

e =±:o',9.02, Eo — :i= o,o32, 
5: =d: o", i3G, Xq=^±l o,0'2'Ji. 

Groupant ces 4o observations de manière à les réduire à lo de 
poids différent : 

% 39,179 sera la moyenne de 7 observations 

39,285 » 4 » 

39,294 » 5 » 

39,407 » 4 M 

39,410 » I » 

39,320 »> 3 » 

39,379 » 3 » 

39,310 » .j » 

39,127 » 3 » 

39,448 » 6 » 
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Ici, 

m = io, [/?] = 4o, 
/io=39',3o8, Ê==ho',2ii, eo = ±o',o33. 

C'est en raison du petit nombre d'observations que e et Co con- 
cordent mal. 

A consulter : Gruey, Leçons d'Astronomie. Paris, Hermann. — 
Bertrand, Calcul des probabilités. Paris, Gauthier- Villars, 1907. 
Mêmes auteurs à consulter pour le paragraphe qui suit. 
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118. Une grandeur a a été mesurée plusieurs fois. 

Premier cas. — Les mesures prises, ni, /ij, . . ., rimt sont indé- 
pendantes les unes des autres et inspirent le même degré de 
confiance. 

Alors, avons-nous dit, la valeur la plus probable de a est 

/Il -h /Ij -t- . . . -h nfn 



119. Second cas. — Les mesures prises, /i|, n^^ . .., /im, sont 
encore indépendantes les unes des autres, mais n'inspirent pas le 
même degré de confiance. Leurs poids sont respectivement 

/?!, />î, ..., /?/,! ; 
alors, 

est la valeur la plus probable de a. Nous l'avons encore dil. 

120. Nous avons étudié en détail toutes les questions qui se 
rapportent au problème de l'évaluation Ahtne grandeur. 

Il nous faut passer au problème plus général que voici : 

On a fait pour déterminer n grandeurs inconnues n-\-p 
mesures; mesures et grandeurs se rattachent par des équations 
nécessaires. En raison des erreurs commises sur les mesures, 
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les équations donnent, selon la manière dont on les combine, 
des valeurs différentes pour les grandeurs. Quel est le meilleur 
système de valeurs à adopter ? 

Ce problème est fort complexe. Nous donnerons seulement un 
aperçu des solutions qu'on peut lui apporter. 

121. Tout d'abord, on peut admettre que les équations de con- 
ditions sont linéaires. Car, si A, B, C, ... sont les grandeurs 
inconnues, on en connaît pratiquement toujours des valeurs 
approchées A', B', O, ... telles que les carrés, cubes, etc., des 

différences 

A -A', B-B', ... 

soient négligeables. 

Toute relation 

/(A, B, C, ...)=N ou /(A'-h A-A', B'-+-B-B', ...) = N, 

ou 

/(A',B',...) + (A-A')^ + (B-B')^4-... 
/A — A'Vc^*/- -, 

pourra donc s'écrire, sans erreur sensible, 

et prendra la forme linéaire 

ax -\- h y -H. . . = /i, 

x^y^ ... représentant les différences A — A', B — B', .... 

122. Le problème se pose donc ainsi : 

n grandeurs inconnues x^y^ ... sont liées par n -\-p équa- 
tions linéaires 

a, x-^b^ y^Ct 5-4-...= /ij, 

» 

«/n-p^ -H bn+py -r- Cfi+pZ -H . . . = flft-^p ; 



li'l CALCUL DBS PROBABILITÉS. 

en raison des erreurs commises sur les seconds membres /i|, 
7*2, . . ., nn^p^ ces équations donnent, selon la manière dont on 
les combine, des valeurs différentes pour x, y^ ... ; quel est le 
meilleur système de valeurs à adopter pour x, y, .. .? 

123. Un premier procédé, longtemps employé, et qui a donné 
de bons résultats, est le suivant. On choisit, dans le système, les 
équations où le coefficient de x est le plus élevé. On ajoute ces 
équations; soit 

Féquation obtenue. 

On fait de même pour les autres inconnues. 

On obtient ainsi un système, qu'on résout par rapport aux 
inconnues. 

Ce procédé se justifie par cette remarque que, y, . . . étant sup- 
posés connus. Terreur commise en calculant x d'après l'équation 

est d'autant moindre que Â est plus grand. 

Ce procédé a le défaut d'être irrégulier, de laisser une latitude 
Irop grande au calculateur. Il a été perfectionné par Cauchy et 
Yvon Villarceau. Nous ne nous y arrêterons pas. 

124. Méthode des moindres carrés. — Le principe de la méthode 
des moindres carrés est celui-ci. On cherche, parmi les différents 
systèmes de valeurs de x, j^, ... qui donnent les équations (i), 
celui qui rend minimum l'expression 

H = (aix-^ bxy ^-. . . — /ij)'-^ {ctt^r -+- b^y -{-...— /ij)»-}--. . . 

Cette condition est aisée à remplir. 

Il suflit qu'on donne à x^y^z^ ... des valeurs annulant les 
dérivées partielles de H : 

aw 

-— =z ai{axx -¥- biy-h . . . — /lO -h a^iuix -h ^jK-4-. . .— nj) -4-. . . 
ôx 

-^^n-i-p{On-^pX-^bn-^-py-^.. .— /l„-^.^;=0, 
-— = 6i ( ai 37 -h 6,^ -h . . . — /i,) -h 6, ( a,ar -^ b^y -h . . . — n,) -h . . . 

Oy 

-h b„^p{a„^pX-+- bn+py -h ... — /lrt-H//) = 0, 
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Bs équalioriâ sont linéaires en x, »', ... et en nombre n^ comme 
inconnues. Elles donnent les valeurs les plus exactes pour les 
llconiHi<**i. 
Pùitvqwd? 

Tout d'abord, el sut toul, c'est un fait d'expérience. Il résulte, de 
lu§, d'un exposé historique et critïque de la méthode des moindres 
fearrt's, fait par M. Mansion (*)î qwe la métliofle des moindres 
carrés est difiicile à exposer ASk*x riij;^iicirr, quand orj y fait inlerve- 
H^r la toi de probabilité supposée inconnu e des erreurs accidentelles; 
les es^^îiis .successifs des deux fi^rands ihéiïricîens de la méthode^ 
Gauss et La place, le prouvent. On en luduit que le mieux est 
d'essayer d'ékiblir la ihéorie des erreurs par l'Algèbre seule, comme 
Ta fait récemment M. Goedseels. 

IM, Goedseels admet deux postulats : 
flf. Qu^>ïï sac lie colcr \\\\ peser le degré «le eoufianee que mérite 
ne valeur observée, de uiéiue qu'on sait coter le mérite d'une 
camposilion ou d'un exiuuen ; 

K h. Qu'on sache coter les Tivuctions de valeurs observées en 
Ttïiiction An poids des variables; il examine les conditions que 
doit remplir la Formule a Taide de laquelle on délermîue les poids 
des fonctions. 

P M. Goedseels considère la formule usitée a cette tin, eu montre 
les avantages et les inconvénients, et constate en dernière analyse 
que cetlc formule ne répond pas à toutes les condllions requises^ 
mais nu\>n u^eri romnaît pas de meilleure. 

11 montre eidiu tjue, si Ton admet cette formulcj ou peut dé- 
mon trer rigoureusement que l;i méthode des moindres carrés et 
les méthodes de la moyenne aritliuiéLique et de la moyenne par 
poids, qui en sont <les cas particuliers, fournissent les solutions 
%\%% poids le pins élevé. 

M, Mansion observe, à ce |iropos, qu^I est plus simple encore 
de prendre pour postulat la méthode des moindres carrés 
elle-même, comme Fa fait Legendre (=). 



U * ) Annales de la Société scientifique de BritxeUes^ l, XXX, i" Partie» i^o^i^ 
(') Annales delà Sùctété scieniijtçue de BruxelleSt igoa-igol^ P* 6^- 




lâ&i 



*"'*^ • 



144 



CALCUL DES PROBABILITES. 



I¥. — REGHEBGHE8 DES LOIS DES PHÉHOMÈIES. 

125. Soit y et X deux variables liées par une relation in- 
connue. 

A des valeurs j?i, Xj, ..., a7„, ... de x correspondent des 
valeurs mesurées M|Pj, M2P2, ... dey, que nous représenterons 

parj^,,j^2» •.-, yn- 

Fig. II. 




Figurons J7,, ^2, •• M ^/i, . . ., jKi, ^2, • • .,7/m • • • en abscisses 
et ordonnées. Si l'on a calculé les erreurs P|B|,P|A<, P2BJ, 
P2A2, ..., P/iB„, P/iA„, ... dont peuvent être aflfectés en plus 
ou en inoins^i, j^2? • • •? yn^ • • m figurons-les également. 

11 est clair que tonte courbe, telle que C| ou C2, qui rencontre 
les segments A|B|, A2B2, ..., A„B,,, ..., représenlera la relation 
liant j^ et a;, dans les limites mêmes de l'exactitude des mesures 
faites. 

Une représentation graphique, faite avec soin, permet de voir 
l'allure générale des courbes C susceptibles de représenter la loi 
du phénomène. Avec un peu d'habitude de la Géométrie analytique, 
on écrit d'ordinaire, sans trop de tâtonnements, l'équation qui 
représente l'une de ces courbes. 

On peut aussi chercher, par les méthodes algébriques d'inter- 
polation, l'équation de la parabole/ =y*(x) unissant entre eux 
les points A|, A2, . . ., A,^, puis l'équation de la parabole j^ = 'f(x) 
unissant les points B,, B2, . .., B,^ et prendre comme courbe C 

une des paraboles^ = -^ — ^ — ^ — ()., [Jl> o, toutes les ordon- 
nées M„ An, MnBfi positives), où X, jx sont des constantes conve- 
nablement choisies. Le mot con\>enablement ne peut être précisé 
ici. Il a un sens attaché au phénomène étudié. On peqt encore se 



I 
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à chercher algebriquemenL IVqiialioii de la parabole 
passant parles points P,, P2, ..^^ P/j. 

Le calr.iil de la relaliori liant y et x perineL de calcoler la valeur 
de y corre*5pondant à une valeur quelconque de *r. L'erreur 
commise sera înlennédiaire entre J {:3c) et '^(:r). On peut se 
demander quelle est Terreur probable, c-esl-à-dlre Terreur qui a 
chance égale d*être ou non dépassée, et la calculer. Cela serait 
sans objet ici. Nous avons en vue les seules lois de mortalité et 
nous n'aurons à faire à leur sujet aucun calcul de ce genre. 

126. Statistiques. — C'est par les principes précédemment 
indiqués qu'on peut lirer [lartie des staifstiqiies. L'exemple le 
plus probant est celui tjue donne les Tables de uiorlalité et leur 
usage par les Compagnies d'assuranci-s. Nous en parlerons bientôt. 

Auparavant, il ne sera pas inutile de réduire a ses justes limites 
le rôle de la ijLalistit|U€, mélhode dVibservalion dont on a voulu 
tirrr beaucoup plus quM ne cou venait. 

Toute élude physique, tonte étude sociale repose sur des sla- 
listiques, cVst-à-dire sur un ensemble de documents coocernanL 
des faits observés. 

Les statistiques concernant tes faits mathématiques, qui sont 
pures abstractions, sont relativement aisées à inlerpréler; en Ire 
les mains des Egvptieus, Tarpenlage devint proiuptenient géomé- 
trie, au moins la tradition le veut ainsi. Les lois de ta mécanique 
céleste, déduites de TobservHtion, sont peut-être un appui plus 
probant â ce dire. 

Plus complexes déjà sonl les stati>liqnes des physiciens : à tel 
point qu'il est arrivé à celles-ci de ne pouvoir être traduites en 
lois; telles sont les stalistiques météorologiques. Certains obser- 
vatoires renoncent à enregistrer les variations atmosphériques, 
l'accumulation des documenls crin-gistrés n'avânl donné Heu jus- 
qu^ici à aucun résultat. 

Et que dire des statistiques sociales dont les Darius et les César 
de Tan ti qui té étayaient, connue nous-mêmes, leurs budgets ? 
N'avons-nous pas vu nos ministres des finances conclure, chiffres 
en mains, à la plus-value des recettes futures, au lieu qu'à Faide 
des mêmes chilIVes, les orateurs de ropposition déuiolissaienl 
l'échafaudage et prédisaient, eux, le délicÎL? 

Dk m. 10 
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C'est que Tari de tirer de la statistique des conclusions vraies 
est plutôt malaisé, comme Tout prouvé de récentes éludes critiques 
fort remarquées (*). Et ruiner la confiance fort mal placée que 
d'aucuns ont dans les a chiffres » doit être le but de tout homme 
éclairé. 

S'il faut voir dans la Science un admirable monument de l'esprit 
humain, il faut se convaincre que ce monument, pour cette raison 
qu'il porte en lui la marque de l'homme, est loin d'avoir la per- 
fection que telle école voudrait lui assigner. 

127. On peut en général donner créance aux statistiques phy- 
siques. 

Les savants sont gens consciencieux et désintéressés. 

On peut souvent, non pas toujours, se fier aux statistiques 
économiques. Un exemple : les Tables de mortalité des Compa- 
gnies d'assurances. Aussi : les recensements monétaires faits à 
diverses reprises par M. de Foville. Les employés de l'État, au 
nombre de 20000, recevaient l'ordre de faire à jour dit, à heure 
dite, le recensement des monnaies figurant dans leurs caisses, en 
particulier d'en inscrire les millésimes. Cette remarque ingénieuse, 
que la Monnaie ne frappe point chaque année la série entière des 
pièces en circulation, permettait de surprendre les employés ins- 
crivant au hasard les chiffres voulus, les millésimes en particulier: 
ils furent en nombre infime. 

Par contre, d'après les statistiques françaises, les exportations 
de France en Angleterre, en 1900, furent de 609228000^% 
tandis que, d'après les statistiques anglaises, elles se réduisaient 
à 609519660^'. Semblablement les importations étaient évaluées 
à 1238839000^' et I35389494o*^^ 

Si l'intérêt contraint les Compagnies d'assurances à établir des 
Tables de mortalité exactes, l'intérêt, qui prend alors la forme 
de fraude, fausse les statistiques douanières. 

Autre cause d'erreur : le mode de transport. Les colis postaux, 
par exemple, échappent aux statistiques officielles. La destination 
indiquée des produits n'est, elle aussi, bien moins que certaine; 
une bonne part des expéditions dirigée sur l'Angleterre ne fait 

(') J'ai principalement en vue ici l'Ouvrage de M. A. Liesse : La Statistique. 
Paris, Alcan, igoô. 
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Enfin, Il faut compter avec la faibleiîse ou la maladresse des 
emplojës chargés des slalisLit^ijes. 

D'apr<^s M. Sembat, rapporteur on 1904 du burlj^eL relatif au 
service des postes, lelé^ra|>Ues et téléphones, Tadminîstration 
dresse des slalistiqnes qui peuvent se parla|4;er en trois catégories: 
I** les statistiques exirailes des rcnistres de comptabilité des bu* 
reaux ou qui rcN^orlent des dociimenls rJ'or«j;anisalion de services, 
de constructions de lignes, etc. : elles olfreni un trrs j;raud degré 
d'exactitude; 2** les statistiques établies sur les registres d'inscrip- 
lion de lettres recommandées ou chargées, des objets recom- 
mandés, des envois de valeurs a recouvrer ou des recouvrements 
oa remboursements elleclués : ces données ne sont pas snffisara- 
nient conlnMées, niais surveillées, elles pourraient présenter encore 
une ceititiide relative; 3" en dernier lien, les slâlistii[nes dressées 
après un comptage des objets de correspondances postales : à part 
certaines parties, celles-ci n'ont aucune valeur, elles sont faites au 
jugé; les comptes ne peuvent être exécutés sériensemenl^ parce 
qu^ils doivent être faits dans les bureaux au moment où le [)ublic 
afflue et où le service est le plus intense. 

Une science profonde des fails permet de distin^^uer, souvent à 
première vue^ une statistique exacte d^uue .statistique fausse, tout 
aussi bien ipi'un simple coup d*ceil permet à un homme de science 
de juger la valeur d'un Ouvrage se rapportant a ses propres 
études. 

Le profane» au contraire, ne peut que laisser surprendre sa 
bonne foi, heureux si ses conclusions erronées restent dans le 
dom.iine de la fuire spéculation, s*il ne vient pas à s'imaginer que, 
la statistique aidujit, les réformes sociales et autres, propres à 
faire le bonheur de rhunianité, voient leur avènement retardé par 
la simple mauvaise volonté des [lonvoirs existants. 

I^IH. Je su[>pose dix, cent, mille statisti(jues étahlies comme 

ril convient. De telles statistiques existent, les Tables de mortalité 

des Compagnies d'assurances en font foi. Qu*en conclure? — Ce 

Iqu^oii en doit conclure, sans plus. Ce u*est pas là vérité banale, 

I En économie politique on a voulu tirer mille choses et plus encore 
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des Statistiques : au point que d'aucuns veulent faire aujourd'hui 
avec Walras une économie politique mathématique. Le mouvement 
a été réduit en formules : pourquoi non la théorie des richesses, 
la théorie des échanges? J'y reviendrai quelque jour. 

Sans doute on peut faire comme M. Pareto la statistique des 
revenus de loo, 200, 3oo, ..., 1000 livres sterling des habitants 
de la Grande-Bretagne et de l'Irlande et vérifier qu'il existe dans 
les deux pays une même relation entre les chiffres de revenus et 
les nombres de personnes possédant ces revenus; on peut vérifier 
que la relation s'étend à la Prusse, au Pérou, etc., et réduire ces 
résultats en une loi : c'est là de bonne besogne. Cette loi, qui 
s'applique à des peuples de mœurs très dissemblables, paraît être 
caractéristique des pays civilisés dont la constitution sociale a 
pour base la concurrence plus ou moins largement appliquée. 

On peut aussi construire avec Galton la « pyramide sociale ». 
représentant les proportions respectives d'hommes de génie, 
d'hommes de talent, d'hommes médiocres, d'hommes faibles, 
d'hommes à la charge de leurs semblables; on peut dessiner à ce 
propos une courbe en forme de toupie et... se garder de rien con- 
clure. Peut-être les comparaisons des « toupies » babyloniennes, 
égyptiennes, grecques, romaines et actuelles donneraient-elles un 
moyen de comparer la civilisation d'autrefois à la civilisation 
actuelle? On n'a point encore fait cette étude. 

Mais que dire du procédé qui consiste à définir matériellement 
le bien-être, et à réunir les données par lesquelles se manifeste ou 
soi-disant cet état, recettes et tonnage des chemins de fer et de la 
navigation, production et consommation de la houille, rendement 
de divers impôts, mouvement des banques, émissions de valeurs, 
ventes d'immeubles, faillites, engagements au Mont-de-Piété, 
suicides? 

D'une part le bien-être ne dépend que de loin des conditions 
matérielles de Texistence, il tient tout autant de l'imagination et 
de l'habitude que des faits observables; puis les statistiques en 
jeu sont trop complexes pour que l'esprit le plus sagace parvienne 
à s'y reconnaître; enfin, leur complexité même les rend sujettes à 
caution. 

Il se peut que dans l'avenir les deux dernières causes d'erreurs 
que j'ai citées disparaissent ; il se peut que dans l'avenir on puisse 
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, préciser de plus la part que la nche^sse a au bien-être et ainsi 
i tarifer matériellemenL celui-ci. Pour rheurej cela ne se peut el là 
|le5 économistes ne feront pas meilleur iisa^e des statistiques dres- 
fsëes à grand' peine que les rnëtéorologisies n'uni fait jusqu'ici des 
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jservations enregistrées iie\ 
innombrables observatoires. 

Chaque chose en sou temps. L'art de la sLalisliqne est encore à 
ses débuts; ne lui deniandous pas ce qu'il ne [>eiit encore donner. 

129. Du moins, les statistiques les plus rndinientaires meltenl- 
€*lles en êvidruce un fait qui semble paradoxal et qu'il importe de 
connaîtra. 

Sussmiïch, pasleur an xviii*' sircle d*iine paroisse de Berlin, 
constatait alors que, chaque année, les nombres de rnari;i^'es, de 
naissances el de décès étalent sensrhlerueul égaux, cela dans un 
groupe social assef, élendu. 

Quélelet, un jyeu plus tard, éuonç;iit cet axiome : que le budget 
des priions se répétait, d'une année è Tautre, avec une ellrayante 
régularité. Il essayait aussitôt d*^ baser sur cette donnée, et d'autres 
sembla l)l<*s, sou u homme moveu n caractéristi<|ue d'une époque, 
sujet à des variations lentes. De nos jours, on i^arle volontiers de 
Va âme des foules n. 

Assurément, et ce n'est pas un des moindres résultats de la 
statistique^ Va homme moyen >> n'est pas une fiction, l'homme 
moyen existe el c'est par riiomme nioven que Téconomie poli- 
tique sera uu jour une science au strict sens tbi mot : elle en 
(Viendra à />reVoir les miidibcations générales des faits qui l'inté- 
ressent* à établir des luis portant sur l'avenir «ujujoie sur le passé. 
Non pas dt!S lois inirnuables cotuoie les lois phv^^iques, mais des 
lois lais^^aut une certaine place à un large imprévu^ comme serait 
la loi. jus(pi'ici cherchée en vain, liant la production du lilé à la 
fréquence des taches solaires, étant supposé (et il eu est sans 
doute ainsi) que l'apparition des taches solaires e>l un pliéno- 
nièoe impossible à prévoir» Rieu d'hypothétique en cela : on ne 
peut préjuger de Tahondance des pluies dun hiver à venir; ruais, 
une lois observée la qtiaNlité d'eau tombée eu hiver, on eu cou dut 
à coup sûr que telle ou telle source ta ri l'a ou ne tarira pa> Tété 
suivant, 
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Ainsi, réliide de !'« homme moyen », sur lequel la volonté hu- 
maine n'a, sauf cas exceptionnels, aucune prise immédiate, doit 
être un but de l'économie politique. 

Là, point de ces statistiques à fluctuations déconcertantes, dont 
les relevés quotidiens de la Bourse sont l'image parfaite, mais des 
statistiques à variations lentes qui permettent au chercheur de ne 
pas perdre pied, de garder l'indépendance d'esprit que M. E. Le- 
vasseur assure être si nécessaire en l'occasion, statir»tiques qui 
ressemblent étrangement aux relevés d'expériences des physiciens. 

Si ceux-ci ont pu édifier une cosmogonie du monde matériel, il 
est à croire que les économistes sauront eux-mêmes édifier une 
science avec les matériaux dont ils disposent. 

Sans doute, leur tâche sera plus ardue; mais peut-on croire que 
Tintérét qui s'attache à la collectivité humaine est inférieur à l'in- 
térêt que nous nous sentons pour l'univers des êtres inconscients? 

Aux statistiques bien faites, à celles-là seules, on peut, on 
pourra appliquer le Calcul des probabilités, en se basant sur la loi 
des grands nombres. Nous allons en donner un exemple dans les 
Chapitres qui suivent. 
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APPLICATION DU CALCUL DES PROBABILITES 
AU TIR DES ARMES A FEU. 



l. — TIB AU CANOH. 

130. Soil proposé d'atteindre un but en vue. 

On commence par évaluer la distance du but. A cette distance 
correspond un angle a qui se trouve dans des Tables construites 
empiriquement. On détermine ensuite Tangle de site p, c'est-à- 
dire l'angle qui fait la ligne de mire avec l'horizon. 

Ces données sont dites initiales. 

Le pointeur donne à la pièce la direction latérale voulue et l'in- 
cline sur l'horizon de l'angle a H- p. 

Si l'on tire un grand nombre de coups avec les données initiales^ 
on constate : 

1° Que les points d'impact des projectiles diffèrent les uns des 
autres ; 

2" Que le point d'impact moyen diffère du but (ordinairement). 

L'artilleur doit modifier les données initiales de façon que le 
point d'impact moyen se confonde avec le but. Il doit régler le 
tir. 

Ce fait, que les points d'impact de projectiles tirés dans des con- 
ditions identiques diffèrent les uns des autres, apporte quelques 
diflicultés à ce réglage. On ne peut le faire qu'une fois connus : 

I" L'écart probable de la pièce en portée; 

2** L'écart probable de la pièce en direction. 

131. Voici les définitions de ces deux écarts. 

Soit TU le plan horizontal passant par la pièce de canon H. 
Soient HX, HY deux droiles quelconques tracées dans le plan tt. 
Soient AA', AA'^ U^s coordonnées d'un point d'impact A, J?| la 
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moyenne arithmétique des abscisses d'un très grand nombre de 
poiols d'impact A résultant de tirs faits dans les mêmes conditions, 
yx la moyenne arithmétique des ordonnées des mêmes points 

Fig. 12. 




d^impact. Le point O, de coordonnées Xx. y^ par rapport aux axes 
HX, HY,est d'il poinl moyen d^ impact. 

Traçons la dr(»ite HO^, 0:r perpendiculaire à celle-ci; l'or- 
donnée BÀ du point d'iinp;ict A dans le nouveau systèmes d'axes 
Ox^ Oy sera Vécart en longueur du coup A, son abscisse CA 
sera V écart en direction. 

L'écart probable en portée est l'écart en portée qui a chance 
égale d'être ou non dépassé : sur un grand nombre de coups, la 
moitié ont un écart supérieur à l'écart probable en portée. De 
même Vécart probable en direction. 

Ces écarts sont des constantes qui se déterminent une fois pour 
toutes, expérimentalement, pour toutes les pièces d'un même sys- 
tème. Une pièce étant établie et ses propriétés balistiques déter- 
minées, les autres pièces ne sont mises en service qu'après que la 
commission de réception les a jugées comparables à la première. 
L'écart probable est donc le même pour toutes les pièces d'un 
matériel déterminé. 

Les écarts BA et CA sont accidentels et sont en tous points 
assimilables aux erreurs d'une série d'observations (c/. n°* 84 et 
suivants). On peut donc déduire les écarts probables des écarts 
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moyens : c'est ce qu'on fait pratiquement en se basant sur ce que 
le rapport de ces deux écarts est (c/. n" 54) 

o,8463... : 
écart probable = écart moyen x o,8463. . . . 

132. La probabilité d'un écart (ou d'une erreur) compris 
entre — x et x est {cf. n° 107) 

r» 2 /hx A'a?» I h'^x* i h^x"^ \ 

y/^^yi 3 1.23 1.2.37 y 

h étant lié à l'écart a;, de probabilité - par la relation (cf. n** 107) 

^__ 0,4769363... 
.ri 



En vertu de cette formule, la probabilité d'un écart nx^ est 
p 2 / n.fixi n^(hxi)^ i /i»(/ia7i)» \ 

/ïV ' ^ 1.2 5 y 

expression calculable, puisque hxt est numériquement connu 



{hxi =0,4769363...)- 
On trouve ainsi 



Px.= -» Plx,= 0,8>.27, P3ri=0,9570, P4a:,= 0,9930, P5X,= 0,9993,.... 

La moitié des coups portant à droite de O aura donc l'écart 
probable x^, les 82 pour 100 l'écart 2:r,, 96 pour 100 l'écart 3x«, 
en sorte que, divisant Ox (ou O^) en zone 

OA = OA' = AB = A' B' = . . . = jr, , ^ 

on aura, conformément au Tableau suivant, 23 pour 100, 16 pour 
100, etc., des coups tirés dans ces diverses zones. 

La probabilité de l'arrivée d^un coup dans la zone de rang n 
(CD est la zone de rajon 4) est 

* ^^ â \ '"'« Pi/ï — i)»i 1 • 
On remarquera que 99 pour 100 des coups tombent dans une 
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bande mesurée par 8 fois l'écart probable, qu'on vérifie sans peine 
être un peu moins de 7 fois Técart ino^en, souvent le seul calculé 
et le seul qui figure dans les Tables de tir. Dans les tirs d'expé- 

Fig. i3. 
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rience, les écarts extrêmes devront s'écarter au plus de 7 fols Técart 
moyen. 

Il est bon de connaître la probabilité d'un écart égal à n fois 
l'écart probable, n étant fractionnaire. Cette probabilité est donnée 
par le Tableau suivant : 





Probabilité 




Probabilité 


Valeurs de n. 


de Pécari /ix,. 


Valeurs de n. 


de Técarl /iXj 


o,i5 


o,ï339 


2,2J 


0,8709 


o,5o 


0,2461 


2,5o 


0,9083 


0,75 


0,3871 


2,75 


o,9364 


I 


o,5o 


3 


0,9570 


1,25 


0,6008 


3,25 


0,9716 


i,5o 


o,6883 


3,5o 


0,9818 


1,75 


0,7621 


3,75 


0,9875 


2 


0,8227 


4 


0,9930 



La probabilité d'un écart intermédiaire se calculera par interpo- 
lation simple, comme on fait dans les calculs logarithmiques. 
Exemple : la probabilité d'un écart 3,2 est 

0,9570 + 5Z!i^%„,, = 9,9687. 

133. Densité moyenne des points de chute dans une zone 
donnée : c'est le rapport du nombre de projectiles qui y tombent 
à la longueur (ou largeur) de la zone exprimée en mètres. 

Dans les tirs, on estime d'ordinaire la densité nécessaire à la 
destruction d'un ouvrage, et l'on calcule à l'aide de cette donnée 
et des principes précédents le nombre de coups qu'il faut tirer. 
Une application fera comprendre le mécanisme de ces calculs. 

Une batterie est chargée de détruire un ouvrage de 3o" de 
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profondeur. On estime qu'une densité moyenne de 4 coups 
suffit à cela. On demande le nombre de coups qu'il faut tirer, 
étant donné qu'à la distance du but l'écart probable est de 1 5". 

Ëlanl donné que 5o pour loo des coups doivent tomber dans la 
bande (bande = 2 fois l'écart probable), le nombre x de projec- 
tiles est donné par la formule 

. . , o,5oxa: 

densité moyenne = „, — > 

o , 5o X a? 
4=— 3^— . x = >4o: 

240 coups suffiront probablement. 

134. Réglage du tir en portée. — Cette question revient à la 
solution du problème que voici : 

Etant donnée la proportion observée N des coups longs {ou 
courts)^ en déduire la position du point moyen d' impact par 
rapport au but. 

Soient ïix la ligne de tir, B le but, M le point moyen d'impact, 
silué à la dislance connue a du but. 

Fig. 14. 

K 

h"^ i â îS â *~x 

Le nombre de coups longs sera formé : i^ des coups tombant 
an delà de M, soit 5o pour 100 des coups tirés, puisque M est le 
point moyen d'impact ; 2" des coups tombant entre B et M qui 
sont la moitié de ceux tombant entre B et K, BK = 2a, toujours 
pour cette raison que M est le point moyen d'impact. 

Si r désigne l'écart probable en portée, si P(- j désigne le pour 
cent des coups tombant sur une profondeur — IPI"") est donné 
par les Tables de tir en fonction de a et ri, 

nombre de coups longs __ », _ îoo i p/<ï\ 
nombre de coups tirés "" ^ ~" ~2~ 1 \r) 

N et /' sont connus; on peut donc calculer a^ qui est donné par 
des Tables. 
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En pratique il s'agit de régler promptemenl le tir, et l'on pro- 
cède empiriquement comme il suit. 

I ° On tire avec les données initiales, on raccourcit ou l'on allonge 
de 8 écarts probables jusqu'à ce qu.'on ait encadré le coup entre 
deux angles a et a' ; on resserre l'encadrement à 4 écarts pro- 
bables. Soient »(, a2 les deux angles ayant donné i coup court, 
I coup long. On tire alors une salve de plusieurs coups avec 

l'anele ^ ?• Le résultat de cette salve donnera la hausse du but. 

En effet, il résulte de ce qui précède qu'on peut déduire de la 
proportion des coups longs et courts la distance probable du but 
au point défini comme milieu de la zone contenant 998 coups 
sur 1000. Cette distance, exprimée en écarts probables, est donnée 
par le Tableau suivant (où il est question de salves et non de coups 
successifs, car, d'ordinaire, les batteries étant composées de plu- 
sieurs pièces, on substitue une salve générale, tirée avec les 
mêmes données, à des coups successifs, ce qui fait gagner du 
temps) : 



Salve de 7 


coups. 


Salve de 6 


coups. 


" courts 


Distance 
probable. 


6 courts 


Distance 
probable. 


7 longs 

6 courts, I long. . 
6 longs, I court. . 
5 courts, 2 longs. 
5 longs, 2 courts. 
4 courts, 3 longs. 
4 longs, 3 courts. 


;; j ±2,89 
;; j ±1,57 


6 lon&s 


q:2,28 


5 courts, I long. . 
5 longs, I court.. 
4 courts, 2 longs. 
4 longs, 2 courts. 

3 courts, 3 longs. 






L'examen de ce Tableau indique de suite la modification à faire 
subir à l'angle de tir sous lequel on a tiré la salve. 

Le procédé indiqué n'a d'ailleurs rien d'alsolu. Quand il faut 
régler 1res promptement le tir : i** on tire avec les données ini- 
tiales et l'on raccourcit ou allonge de 8 écarts probables 1 fois, 
2 fois, etc., jusqu'à ce qu'on ait encadré le coup entre deux 

hausses /i^, h^ ; avec la hausse -^ ^> on tire 4 coups. 

Si les 4 coups sont courts, on augmente la hausse de 2 écarts 
probables (l'écart probable est donné par les Tables) ; 
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Si 3 coups sonl courts et i long, on augmente de i écart pro- 
bable ; 

Si 2 coups sont courts et 2 longs, on conserve la hausse. 

De même si les coups longs sont plus nombreux que les coups 
courts. 

Ce procédé donne de bons résultats. 

13o. Réglage du tir en direction. — Les mêmes principes s'ap- 
pliquent. 

136. Répartition des points de chute autour du point moyen. — 
Soient (c/. n« 105) 

/tu 
la probabilité d'un écart en direction compris entre j: et :r + rfx, et 

la probabilité d'un écart en portée compris entre^ et^-h dy ; la 
probabilité que Técart sera compris en Ire 

X et X -\- dx et aussi y et jr-\~ dy, 

ou que le rectangle de coordonnées x^ y et de dimension dx^ dy 
sera atteint, est, en vertu du théorème des probabilités composées, 

^^ g -(A«x*+A'V») dxdy. 
Tous les points situés sur TelHpse 

ont même chance d'être atteints. La probabilité d'atteindre une 
petite surface déterminée reste la même lorsque le centre de cette 
surface se déplace sur l'ellipse. 

Le plan des axes coordonnés étant supposé horizontal, élevons 
en chacun de ses points une perpendiculaire dont la longueur soit 
proportionnelle à la probabilité d'atteindre un rectangle dxdy 
ayant son centre sur ce point. Les extrémités de ces perpendi- 
culaires définiront une surface dont la section par le plan zOx aura, 
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ainsi que la section par le plan z Oy^ la forme de la courbe delà 
fiî^ure i5; les sections horizontales de cette surface étant des 
ellipses 

où seule la constance C varie, il est clair que la surface aura la 




forme ci -contre : elle possède un sommet situé au-dessus du point 
moyen d'impact O, elle a une nappe asymptotique au phnxOy, au- 
dessus d'une certaine ellipse V sa convexité est tournée vers le haut, 
au-dessous de cette ellipse sa convexité est tournée vers le bas. 

Cette surface est semblable à celle qu'on obtiendrait en plaçant 
l'un au-dessus de l'autre tous les projectiles tombés aux difTérenls 
points. 

La probabilité d'atteindre une aire S du plan xOy est donnée par 
le volume du cylindre ayant pour base S et limité à la surface en 
question. Ce volume est calculable une fois connues les con- 
stantes K., K', qui dépendent de chaque pièce ou de chaque série 
de pièces. 

Enfin, connaissant le pour loo des coups atteignant des 
bandes OA, OB, ... situées sur Ox (/ig. i6), connaissant de 
même le pour lOO des coups atteignant des bandes Oa, O^, ... 
situées sur Oy^ il est facile de calculer le pour loo des coups 
atteignant les rectangles OANa, OBR^, ... construits sur ces 
bandes et de fixer le nombre des coups à tirer sur un ouvrage que 
n coups sont estimés devoir détruire. 
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Le théorème des probabilités composées donne la solution du 
problème. 

En effet, si r^ est la probabilité d^avoir un écart en portée infé- 
rieur à q fois l'écart probable en portée et si r2 est la probabilité 
d'avoir un écart inférieur à q' fois l'écart probable en direction 







Fig. 16 











; M 


B 
R 


JC^ 


u 








f 

y 









(r< et Tj sont calculables une fois connus les écarts probables en 
portée et direction), le produit rir2 représente la probabilité d'a- 
voir un coup dans un rectangle ayant son centre au point moyen 
et ayant pour base 9.q' fois l'écart probable en direction et 2q fois 
l'écart probable en portée. C'est à l'aide de ces données qu'a été 
construit le Tableau suivant, où l(;s valeurs de q sont inscrites 
dans la première ligne horizontale et les valeurs de q' dans la pre- 
mière ligne verticale : 



1. 



2_. 
ç' 

1 o,-25oo 

2 o,4ii3 

3 0,4785 

4 0,4965 

3 0,4997 



o,4ii3 


0,4785 


0,4965 


0,4997 


0,6768 


0,7873 


0,8169 


0,8221 


0,7873 


o,9i58 


o,95o3 


o,9563 


0,8169 


o,95o3 


0,9860 


0,9923 


0,8U121 


o,9563 


0,9923 


0,9986 



U. — TIB DES FUSILS DE CHÂSSE. 



137. Un coup de fusil chargé à plombs donne sur une cible ver- 
ticale un ensemble de points d'impact assimilable à l'ensemble de 
points de chute de coups de canon tirés sur une aire horizontale. 

Le problème qui se pose ici est celui de la dispersion des plombs. 
On conçoit que cette dispersion peut être mesurée de telle sorte 
que, restant la même dans de mêmes conditions, elle puisse servir 
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à comparer entre elles diverses armes et à comparer entre eui 
divers modes de chargement. 

La dispersion des plombs peut être caractérisée : 

I® Par les écarts probables du groupement; 

2° Par le rayon ou le diamètre du cercle contenant 5o pour loo 
des plombs ^ 

3° Par le pour loo de plombs contenus dans un cercle de rayon 
déterminé et constant; 

4** Parle nombre moyen de plombs par décimètre carré au centre 
du groupement. 

138. Écart probable. — L*écart probable est égal à la moitié de 
la largeur de la bande indéfmiesoitenhauteur, soit en largeur, qui 
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contient la moitié des empreintes faites sur une cible verticale. 

On distingue l'écart probable vertical de l'écart probable hori- 
zontal. 

Ils sont sensiblement identiques. Quand on parle de l'écart pro- 
bable, on entend la demi-somme des deux précédents. 

On détermine l'écart probable comme il suit : 

On trace la ligne ab laissant j des empreintes au-dessus d'elle- 
même, la ligne câf en laissant j en dessous, e/en laissant | à gauche, 
gh en laissant j à droite; eg^ bd sont les deux écarts probables. 
Le point de rencontre des deux diagonales est regardé comme étant 
\e point moyen. Le point moyen déterminé, on peut dessiner le 
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cercle qui a pour cenlre ce poiol et qui conlient 5o pour loo des 
[Mfipreintes, Un calcul analogue à celui que nous avons fait pour 
e tir au canon permet de détenninerj une fois connu le rajon du 
cercle conlcmiul 5o pour loo des plombs, îc pour loo de [>lombs 
contenu dans un cercle de ru von déterminé ayant son centre au 
point moyen et le pour loo de plombs ajant atteint un carré de 
t**"* de cAté dont le centre coïnckle avec le point moyen, 

139. A titre d^indlcalion , nou^ dimnon^ le Tableau sui- 
vant (♦): 

Table du pour loo contenu dans dei cercles ayant leur centre au 
point moyen^ en fonction du rapport du rayon r de ces cercles au 
rayon R^o du cercle contenant So pour loo des coups» 



r 



0,03 

■0.08 

•©♦36 
,3a 



rouR 


r 


roi'Fi 


/' 


rorR j 


/' 


rouR 


r 


rotJH 


r 


Ï'OUR 


IIK). 


H,* 


ÏCMJ, 


H.. 


lÙU. , 


li.. 


!Ul>. 


in. 


m. 


*<» 


mi 


o,o3 


"»*! 


7'7" 


m,m 


a6,36 


o,n8 


',8,61 


t,3o 


6g, 01 


1,80 


^r\^ 


1», 1 1 


o.;iO 


8p59 


o,m 


•J7,4a 


1 ^IHIi 


5o,i>o 


i,3i 


T'».!» 


i,S5 


90,67 


0.25 


o,38 


9» ^3 


Oi7^' 


iH.Hc, 


1 t""^ 


.>r,38 


t,3', 


7'>ïîï 


i ,1)0 


9i»8i 


«.44 


0,4*' 


tw,5o 


0,72 


3fi,i8 


«t'»i 


5i,75 


i,3(i 


7'^^'* 


f,;)5 


9j,83 


0»% 


ojp 


II. Si 


0,74 


3j,58 


1 tO^ 


54 * « * 


1,38 


7^.^11 


J t vU 


y3,7^ 


0*99 


OtW 


13, 9a 


0,76 


J^i99 


i,oK 


!Ô,4S 


i,4o 


74, 3o 


7f l«J 


95,30 


1,3$ 


0.^6 


i3,64 


0,78 


3',./|o 


1 , 10 


56,77 


Iv'P 


-'-♦^o 


J , au 


*j<i,Si 


1.76 


17, i)H 


i4t7^i 


0,80 


35,R:i 


J,I2 


58, 08 


1.41 


76,4 


3,3o 


97, 4i 


2,2Î 


0.3U 


i>,9i 


n,8ï 


37,33 


i,i4 


^9.37 


• /l*i 


77.'» 1 


a, 4*1 


e>8,l6 


2r;^ 


o , :»'i 


I7,CK> 


0,8 1 


38.68 


1,16 


60, 65 


I.4H 


7S.U9 


3»5<> 


98,6g 


3.3o 


0,54 


18,19 


0,86 


I0.11 


1,18 


*5l/|0 


i,5o 


7«»f*» 1 


?.6o 


99,08 


3,91 


o,S6 


\^9*'^\ 


o,K8 


\U^ 


1,'JO 


03, i^ 


1 ,55 


81 ,tK( 


3,7^ 


99,36 


4.5« 


o,5« 


10,80 


1J,t|0 


VJ.9B 


1,23 


64,36 


1 ,6u 


83, u 4 


j,8û 


99,56 


3,^9 


o,(io 


•J3,08 


0,^1 


il .38 


1.^4 


65, j5 


1,65 


8^1,85 


atî^' 


5>'J.7» 


6|o5 


ci,6i 


23,39 


"»yi 


43,80 


1,96 


m.-ji 


1,7. 


86, Si 


3 ,ûo 


99,80 


e.8d 


oM 


î4.7» 


ti,g6 


47* î»' 


t. 58 


67,88 


,,75 


88, o3 


3,5ti 


99,98 



140. Ces principes ont permis de construire des Tableaux tel* 
tic celui-ci, où E^dcsij^oe Téciul probable, ït^,, le rovon du cercle 
nlenant ao pour iom des empreinteâj U^^ le diamèlre du cercle 
n tenu ni y 8 pour too des coups ( ' ) • 
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Dispersion du tir à plombs dans de bons fusils de chasse. 



I Dureté 
Numéro 
Diamètre 
, Poids du grain. 



lO. 
20. 

3o. 
35. 
4o. 
5o. 
60. 
70. 
80. 



10. 
20. 
3o. 
35. 
I0. 
5o. 
60. 
70. 
80. 



30. 
25. 

3o. 
35. 
40. 
'45. 



Mou. 

10. 
1— ,9. 
Oif,037. 



^V 



Cliilled shot. 
G (anglais). 

2— ,6. 

0», 105. 



^• 



R.«. 



Durci. 

1. 
3— ,9. 
0»,375. 



D... 



Durci. 

Ciievrotioes. 

5— à 7-. 

0»,7 à 2»,0. 



^r 



Canons choke bored ordinaires. 



Canons cylindriques. 



6.7 
i5 

2(; 

33.7 

\, 

ÎO» 



Canons choke bored donnant le tir le plus serre'. 



R... 



cm 


cm 


m 


cm 


cm 


m 


cm 


cm 


m 


cm 


en 


4.3 


7, a 


0,36 


4.' 


7.2 


0,34 


3,0 


5,3 


O,20 


3,3 


5. G 


II 


19,2 


"j9> 


!»ii 


i'>»9 


0,75 


7i7 


i3,5 


0,64 


6,8 


12 


22 


3.S,4 


,,8 


'4,7 


25, G 


1,2 


i3 


22,7 


ifi 


tl 


»9 


29,5 


5i,5 


2,5 


18,0 


3. .4 


1,5 


16,2 


28,3 


1,3 


i3 


22,7 


3S 


GG 


3,1 


31 ,ô 


37,(i 


1,8 


19»^ 


3'i,o 


1,6 


i5,5 


27 


Gi 


107 


5,1 


'9,7 


5i,8 


3,5 


27,2 


47..^ 


3,3 


21,5 


38 


85 


148 


7.0 


39.4 


6R,5 


3.3 


36 


63 


3,0 


28,5 


5o 


/.' 


// 


// 


Sa,-, 


Çf^ 


4,4 


47 


82 


3,9 


36 


63 


// 


// 


'^ 


// 


// 


// 


.63 


110 


5,3 


45 


79 



11,7 


0,55 


6,6 


".7 


0,55 


5,5 


9,6 


0,46 


4,5 


7,9 


26,2 


I»2 


'3,7 


3',.0 


1,1 


II, G 


20,3 


0,96 


9 


16 


4^.ô 


2,2 


21 ,2 


37,0 


1,8 


ï9»o 


33,2 


1,6 


14 


^4 


59,0 


2,8 


25,0 


43.7 


2,1 


22.8 


4o,i 


',9 


'7 


3o 


73 


3,5 


29 , 3 


5i, I 


•j4 


27,0 


47 


a»2 


20 


3J 


'ï7 


5, G 


38,1 


66,5 


3,2 


35,5 


62 


3.0 


^7 


47 


178 


8,5 


47»'i 


83 


4,0 


4i,5 


78 


3.7 


34 


59 


// 


'/ 


58,5 


I03 


4,9 


54 


9l 


4,5 


42 


7;» 


// 


/' 


// 


" 


" 


65 


114 


54 


5o 


87 



// 


// 


// 


7i9 


i3,8 


0,66 


ff 


ff 


ff 


ff 


r.' 


// 


// 


ff 


10, 1 


«7,7 


0,84 


ff 


ff 


tt 


ff 


// 


// 


fr 


// 


12,5 


21,8 


«,o4 


ff 


tt 


ff 


ff 


tr 


/.' 


// 


ff 
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26,3 


1,25 


ff 


ff 


tt 


ff 


tf 


// 


n 


tt 


»7»9 


3i,3 


1,48 


ff 


ff 


ff 


,f 


tt 


f 


" 


ff 


21 ,•> 


37 


1,76 


ff 


ff 


" 


" 


ff 



0.26 
0,56 
0,91 
ifi 

1.3 
»,^ 
2,i 
3.0 
3,: 



0,3: 
0,75 

1.3 

^7 

2,2 

3,3 
4,' 



141. Ce Tableau a permis de calculer les chiffres qui figurent 
dans le Tableau suivant (*) : 
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1 i2. On voit de quelle im|)ortance sont pour Tappréciation d'une 
arme les résultats ci-dessus consignés. Nous cro^'ons inutile de 
nous étendre sur les questions théoriques que soulèvent les études 
de ce genre. 



CHAPITRE VIL 



APPLICATION DU CALCUL DES PROBAJÎILITÉS 
A LA TIIÉOHIE DES ASSURANCES, 



I. — TABLES DE HOBTALITÉ. 

Les Compagnies d ^assura» ces oui à résoudre divers f pro- 
blèmes qui loua sont basés sur celui-ci : Quelle est la probaùililé 
pour qu'un individu d'âge donné vive jusquUï un nuire âge 
donné? 

Cela revient à délerminer la loi qtiî lie l'existence liumaini* an 
lemps. 

Celte loi e:sl variable avec les circonâlances. Elle n'est pas \,\ 
même en France et au Brusil('), elle tlifFère actuel le meot en France 
de ce qn'elle était au xvin*^ siècle* 

D'après les statistiques suédoises, qui embrassent le xix* siècle 
et la seconde luoiliè du xviii*, la mortalité tendrait a diminuer. 



( ^) A litre d"ifidiciiLiaji4, voi€i deux Ta b! C'a uictLanL l*ii l'roiiipa raison les moycnoets 
kde iric des poptilalîoas italiennes et allemandes, Udmiiicri cl fermiies : 






^(omt>^f «le tunTlvinU. 



' At9. Htioimt*. 

O lOOOOO 

1 .. 74*>a7 

5 63997 

to 6*1089 

IJ**..*, 60891Ï 

37 5^9^7 

35...... 5i8i5 

40 4S775 

5o...... 4» "8 

60 3itî4 

70...... 17750 



100 000 
78260 

65 137 
6387a 
59170 
57566 
54685 
31576 
45245 



l^jp FI talion imliriiEif 

de rfTiS ft 111S7, 



Womhrr dp «unrlvinlc. 



o . . . , . . 1 00 000 

I ..... . 78 6^ 

5 63863 

îo 5g4^o 

«a 57914 

^7 5^797 

Jo...... 51473 

35. .... . 493^1 

4n 4^ 9^^ 

5o. . . . . . 4°^^' 

60- ..... 32319 

7<ï »9797 



1 00 Ul>0 
80(170 

64373 

6o5i« 
5875c| 
53332 
51760 

49i7« 
45439 
40908 
33319 
aoo3t 
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Elle diminuerait bien plus encore si Ton réussissait à assainir les 
grands centres industriels et à enrayer Talcoolisme. Il n'est d'ail- 
leurs pas douteux que la mortalité des enfants diminue; il en est 
vraisemblablement de même pour les jeunes gens; mais il y a 
aggravation pour les personnes âgées de plus de 5o ans, au moins 
dans la population ouvrière. 

On peut distinguer les unes des autres : 

La Table de mortalité de la population de la France d'après 
les résultats du recensement du 24 mars 1901 combinés avec les 
résultats de U état civil de 1898 a 1908, qui donne la survivance 
de la population française d'après les documents les plus récents; 

La Table C. R. de la Caisse nationale des retraites, résultant 
des faits observés parmi les rentiers entrés en jouissance de leur 
pension et les déposants à capital réservé; 

La Table H'^ des vingt Compagnies anglaises, dressée en 
1862-1863 par l'insliuit des Actuaires de Londres, d'après les ob- 
servations faites dans les vingt principales Compagnies d'assurances 
sur la vie; établie avec grand soin, cette Table donne la mortalité 
des assurés observés (hommes seulement), c'est-à-dire d'un groupe 
assez homogène ; 

La Table des vingt-trois Compagnies allemandes, établie 
d'après les observations failes jusqu'au 3i décembre 1876 sur le 
nombre important de 546 o84 contrats d'assurances placés dans 
des conditions identiques au point de vue de la sélection; s'ap- 
plique, comme la précédente, à un groupe assez homogène; 

La Table d^ expérience américaine (1868), dite aussi Table 
de Hoomans; c'est la plus répandue en Amérique; elle sert de 
base aux tarifs de la plupart des Compagnies d'assurances sur la 
vie, en Amérique; 

La Table K, F. (assurés français) et la Table R. F. (rentiers 
français), construites récemment par un groupe des principales 
Compagnies françaises et assimilables pour l'exactitude aux Tables 
anglaises, américaines et allemandes; comme celles-ci, elles s'ap- 
pliquent à des groupes assez homogènes; 

La Table de mortalité des pensionnaires civils de l^État, 
construite par MM. Charlon et Achard sur les fails observés 
jusqu'au 3i octobre 1877; 
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La Table de Deparcieux, construite au xviii* siècle et qui ne 
représente plus la loi de la mortalité, mais offre un intérêt histo- 
rique. 

Nous donnons ici, à titre d'exemple, deux des Tables citées ('). 

144. Problème. — Quelle probabilité a un individu de 87 ans 
de vivre jusqu^à 45 ans ? 

Soient a le nombre des vivants de 87 ans qu'indique une Table, 
b le nombre des vivants de 4^ ans que donne la même Table. De 
l'âge 37 ans à l'âge 45 ans, a — b individus sur a disparaissent; 

la probabilité de disparition entre 87 et 45 ans est donc ; 

d'autre part, b survivent ; la probabilité de survie est donc -• 

La somme de ces deux probabilités est i, comme il fallait s^y 
attendre. Cela veut dire simplement qu'on est certain, soit de 
vivre, soit de mourir, entre 87 et 45 ans. 

Avec les diverses Tables dont on a donné la liste plus haut, on 
trouve 

59811 75894 77919 77 707 74 173 6740582 6857838 622 
64907' 81454' 84745' 8566i' 8Ô353' 7308836* 7345447' 678* 

Nous avons omis la Table de mortalité des pensionnaires civils 
de l'État, qui débute à Tâge 4o ans. 

145. Problème. — A quel Age a le plus de chances de mourir 
un individu âgé de 3j ans ? 

Soi t A cet âge ; soient a le nombre des vivants de 37 ans qu'indique 
une Table, b le nombre des vivants de l'âge A qu'indique la même 
Table. De l'âge 87 ans à l'âge A, la probabilité de disparition est 

9 et la probabilité de survie est r* Si l'individu devait vivre 

jusqu'à un âge A tel que > -> sa probabilité de vie serait 

plus grande que sa probabilité de disparition ; tout le contraire, si 

(*) Od trouvera toutes les Tables citées dans V Annuaire du Bureau des Lon- 
gitudes pour Van 1907. Paris, Gaulhier-Villars. 
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<; — ^ Il devra donc [ïrobabl entent, vivre jusqifà uo âge tel 

a — h b . 

que zr: - ou a = 20. 

* a a 

Dan!^ le cas présent, suivanL les Tables, 
a -59811, 7^^9i, 779»9* 77/07» 74 '73» 6740582, 68578^8» 622; 
on aura donc A en prenant pour b les moitiés de ces chilTres, âoii 

59955, 379471 38958, 38853, 370^6, 3370291, 34-18919, 3ri, 

el^ en cherchanl à quel âge les vivants sont réduits à ces nombres, 
nu trouve 

70, 71, 70, 68, 70, 69, 72, 70, 

soit, en moyenne^ 70 ans. 

146. Problème. — Quelle somme doit verser actuellement 
un individu âgé deij ans pour assurer à ses héritiers la somme 
de 100 000^' le Jour où il viendra à décéder? Le taux de capi- 
,talisation est 3 pour 100. 

Prenons 70 ans comme àj^e probable où advieudr;* le déc«*s. 
[Que valent actuellement ces 100000^''? Autrement dit, quelle est 
la somme qui, placée à 3 pour 100, à intérêts composés, devient 
liooooo'^ après 70 — 37=33 années? Nous n'avons pas a le 
calculer. Nous prendrons le résultat dans une Table quelconque 
ld'inlé^ét^ et nous trouverons 37702^'", 60. 

Si rassuré meurt avant d'avoir atteint 70 ans, Tassiirenr perdra 
Tè la combinaison, pour autant qu'il aura placé les fonds versés à 
pour 100. (^est le contraire si l'assuré meurt après avoir atteint 
70 ans. 

Sur un grand nombre d'assurances, 1000 par exemple, la loi de 
^Bernoulli intervient. Les assurés meurent, en moyenne, aux âges 
■assignés par les Tables; les Compagnies d'assurances payent, en 
^^oyenne, les sommes versées plus les intérêts, sauf une dilTé- 
^rence provenant de ce qu'elles placent les fonds à un taux supé- 
^neur â celui calculé pour leurs clients. Elles calculeront, par 
exemple, sur le taux de 3 pour joo pour leurs clients, faisant ver- 
'er 37702^60 à un client âgé de 3; ans et s'engageant à verser 
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looooo'^'' à ses héritiers le jour de son décès; d'autre part, elles 
placeront les S^oco^*", non à 3 pour 100, mais à 3,5 pour 100. 

147. Les Tables de mortalité permettent de calculer la fonction 
f{x) qui désigne le nombre des vivants d'âge x. Par exemple, 
Gompertz a indiqué la fonction 

/(^)=/(o)G7'-\ 

où/(o) est le nombre d'individus de l'âge zéro indiqué dans la 
Table, et G, q des constantes convenablement choisies. 
Makenham a indiqué une formule qui paraît plus exacte. 

148. Il est facile de voir que 

f{a-\-n) 

€st la probabilité qu'une personne d'âge a arrivera à l'âge a; que 

f(a) ^ f{b) 

est la probabilité que deux personnes d'âges a et 6 ont de vivre 
«ncore ensemble n années ; que 

fia-^n) f(b-^n) f{c-^n) 
fia) ^ /{b) ^ fie) 

est la probabilité que trois personnes d'âges a, 6, c ont de vivre 
encore ensemble n années; que 

/(a)-/(a-i-/i) 

est la probabilité qu'une personne d'âge a mourra avant n années; 
que 

/(a)-Aa-^n) /(6)-/(6 + /i) 
7Î^) Ab) 

est la probabilité que deux personnes d*âges a et 6 mourront toutes 
deux avant n années ; que 

/(a)~/(q-4-n) f{b-^n) 
/(a) ^ f{b) 
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esl la probabilité c|iie la personne d âge // survivra après n anoees 
celle d'âge a; i|ne 

?5l la probabiliié que Tune des deux personnes d'âges a et b sera 
Ifnorle dans n ann<:!*es et Taiitre en vie; *]iie 

/( a^ n) fib ^ n ) _ f (a -*- n}/{b -h n) 



/(«) 



fib) 



/^^}/{b) 



st la probabilité que Tune des deux perron nei» d'âges a et b au 
aoins sera luorte dans n annëes, 
' Nous admellrons de plus, dans ce qui su II, qu^on connaît la 

i valeur actuelle de i^' payable dans n années, le taux de capitali- 
sation étant donné, eï, d'une manière générale^ loul ce qui con- 
cerne les annuilés. 
Aiuïii^ nous admetlonfï qu'on sache ralculer la somme qui, 
versée chaque année pendant 33 ans, équivaut à un versement 
actuel de iy^jon^'^^Go^ 3 pour 100, et, par suîte^ la somme que 
devra verser un individu (n'* 146) âgé de 3^ ans )iour qu'où paye 
jooooo'' a ses héritiers le jour de son décès. 



IL — âSSÏÏMlfCES EN CAS BB TIE. 



ASStRANCES DE RENTES VIAGÈRES. 

149. Problème. — Une personne est âgée de n années. Elle 
ion ne à une Compagnie d* assurances la somme de A. francs, à 
charge par celle-ci de lui servir, sa vie durant, cl chaque 
innée, une somme fixe que celle-ci calculera diaprés V époque 
présumée de sa mort. Quelle sera cette somme fixe? 

Soit jr la somme en question. 

La Compagnie payera x dans i an, x dans 2 ans, x dans 

ans, . . • , j? dans/?,i auuci^s, />,, élanl la dulc probable du décès 
|e rassuré. 

Toutes ces sommes peuvent éUc rédtiites, au moyen des Tables 
dMntérét, à leurs va le tirs actuelles. 




^ -*- 
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Ces valeurs devronl égaler ensemble la somme A. On aura ainsi 
une équation permeltaiit de calculer x, 

130. Problème. — Les conditions sont les mêmes que précé- 
demment, sauf que la rente doit être payée seulement pendant 
un nombre d'années déterminé, 5 par exemple, si l'assuré vit 
plus de 5 ans et s'éteindre, comme précédemment, si Cassure 
meurt aiant 5 ans. Quelle somme lui payera chaque année la 
Compagnie? 

Soil j=/(x) la loi de mortalité. 

L'assuré fait partie d'un groupe d'individus actuellement vivants 
au nombre de f{n) \ dans 5 années, ce groupe sera réduit à 
/(" + 5). 

Si tous les individus en nombre /(n) s'assuraient aux condi- 
tions précédentes, la Compagnie payerait 

iPx/(n-+-i) 
au bout de la première année, 

au bout de la deuxième, . . ., 

X x/(/i-h5) 

au bout de la cinquième. Si jti, X21 •••, x^ sont ces sommes 
réduites à leurs valeurs actuelles, 

rri'-+- Xi-hX2-\- x^-h Xi 

devra élre égal à la somme lotale que recevrait la Compagnie de 
ses /(n) assurés; donc 

Xi-hXt-hTn-^X,,-^ Xj 

An) 

doit être égal à la somme A que verso l'un d'eux, d'où une équa- 
tion permettant de calculer x. 

Exemple. — L'assuré a 90 ans. Le taux est 3,5. 

La Table R. F. indique que, sur 20791 personnes âgées de 
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90 ans, il n^en existe plus que 

14874 après I an, 
10296 » 7, ans, 

6873 » 3 ans, 

4408 » 4 ans, 

2706 » 5 ans; 

une Compagnie payant i'*" aux 14874 personnes survivant après 
I an payera donc 14874'*" dans i an dont la valeur actuelle 
est 14371'% 10296^** dans 2 ans dont la valeur actuelle esl 
961 i''^,43y • • • } soit des sommes dont la valeur actuelle est 

i437|f', 96Il^43, 6199^05, 384I^32, 2278^38, 

soit 

363oi^i8. 

Celle somme, divisée par le nombre des vivants à Tâge de 
90 ans, 20791, donne i''',746; telle esl la somme que doit payer 
l'assuré pour obtenir i^'de renie pendant 5 ans. S'il paye A francs, 

A 

il aura — ^ francs de rente, dans les condiiions indiquées. 

151. Le calcul d'une rente viagère différée peut se faire tout 
aussi facilement. D'après la Table de mortalité, sur 20791 per- 
sonnes âgées de 90 ans, il n'en existe plus que i583, 878, ... 
après 6 ans, 7 ans, ... ; i583^'' dans 6 ans valent actuellement 
1287*^'*, 77, 877^'* payés dans 7 suis valent actuellement 690^^10,. . .; 

I287^ 77 -+-690^10-}-... 

représenterait ac/we//eme/?^ la somme qui sera payée par annuités 
aux 20791 assurés. A l'un d'eux on payera le quotient de celte 
somme par 20791. 



ASSURANCB DE CAPITAUX DIFFÉRÉS. 

152. Dotation d'enfants. — Celte question rentre dans celle-ci, 
plus générale : assurance de capilaux différés. Un exemple fera 
comprendre comment on peut Iraiter ce genre de questions. 

Une personne âgée de 20 ans désire recevoir \^^ dans 20 ans^ 
si elle vit encore. En cas de décès aidant l'expiration des vingt 
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ansj rien ne lui est payé. Quelle somme doit-elle donner à la 
Compagnie d'assurances ? 

La Table R. F. nous indique que, sur 824 iSg personnes âgées 
de 20 ans, il n'en existe plus que 717838 à Tâge de 4o ans; par 
suite, le prix de cette assurance de i^*" faite pour les 824 iSg per- 
sonnes âgées de 20 ans sera de 717338'' payables dans 20 ans, 
dont la valeur actuelle est 360509'*", 66. Donc, le prix de l'assu- 
rance de i'*" pour 1 seule personne âgée de 20 ans sera 

36o5o9'%66 ,, 



824 159 



= o'S 43743. 



Ainsi, en versant actuellement 43743'*', l'assuré toucherait, en cas 
de vie, looooo'*" dans 20 ans, sauf le cas où il viendrait à décéder 
d'ici là. 



m. — ASSURANCES EN CAS DE DÉCÈS. 

« 
153. Assurance temporaire. — Une Compagnie s'engage à 
payer aux ayants droit d'un individu âgé actuellement de 
20 ans une somme de i'"" si cet individu décède dici 20 ans. 
Que doit lui payer l'assuré? 

Nous nous servirons de la Table A. F. 

La Table indique 77107.1 personnes âgées de 3o ans; il en meurt 
5385 pendant la première année, 5487 pendant la deuxième, ... ; 
si la Compagnie assure 771075 personnes, elle aura donc à pajer 
5385'^ pendant la première année, et nous supposerons qu'elle les 
paje au bout de la première année; la valeur actuelle de cette 
sommejjest 5202''", 90; de même la Compagnie payera 5487''* au 
bout de la deuxième année, dont la valeur ac/«/e//e est 5 122*^^,20, etc. 
On trouve ainsi qu'elle payera, pour 771075 assurés, 97531''', 16, 
valeur actuelle. Donc, pour 1 assuré, elle payera, en moyenne, 
9753i^',i5 : 771073, soit o'*", 1264572 : c'est le prix de l'assu- 
rance (*). 



(•) Tous ces exemples sont extraits du Calcul des primes de M. Morand de 
la Pcrclle. Paris, Larose, 1901. 
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loi. Assurance vie entière. — C'est un coiilrat par lequel une 
Compagnie s'engage à payer une somme déterminée, lors du décès 
d'une personne désignée, aux ajiinls droit de cette personne* 

I Cette combinaison est une assurance temporaire dont la durée 
|est prolongi^e ju!ic|u'à la limite de la vie liumaine, indiquée |jar l^ 
^able de mortalité. 
153. Assurance mixte. — C'est un contrat par lequel une 
Com|)agnie s'engage a payer une soitirne dijierminf^e à une per- 
sonne désignée^ lors de son décès, ou au plus lard à fa lin d'un 
nombre donné d 'années , 20 [lar exemple. 

Celte combinaison est à la fois : r* une assurance temporaire 
le ao uns; 2° une assurance de la méuie somme différée de 20 ans. 
ous savons calculer le prix de chacune de ces assurances. En 
Bj ou tant ces prix, on aura celui de rnssurance en question. 



17. — aUILUlFIS DÉT£LOFP£Mi;ifia. 
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156* Le |*roljlAoie foudjuiieulMl de la*>ciencodes actutiires consiste 

déterminer la vatetird'un |jayemeot de uionlantS, qui doit avoir 

eu après un temps n si un ou [dusieurs individus sont vivants à 

moment, ou bien encore si un ou plusieurs individu*i sont morts 

ce moment, ou enfin si, parmi les membres d*un groupe d^mué, 

îs uns, déleruiiués ou non, sont aiorls ou les autres vivants. 

Toute opéra lion susceptible d*élrc soumise au calcul précédent 

sL une assuriince. Les assurés ou têtes sont tes individus dont la 

ort ou la vie à un ceriaiu moment en traîne le payement de Il> 

iinme. L'assureur estrindivtdu tenu au pavement de la somme S. 

Les données se résument à celle-ci : on conuait par une Table 

de mortalité ap[>ropriée le nombre /j-des vivants à un âge x expriuté 

par un iiombre entier d années, et Ton connaît le nombre /o des 

iiouveau-nés correspondant à /x« 

Celle donnée ne suffit pas toujours, comme on va le voir. 
Soit en effet un groupe composé de deux individus : a^ d'âge x. 
ay d'âge jKf jC et^ entiers. Supposons que le capital S doive élre 
payé â la fin de la première année si, à la fui de cette année^ Oj- 
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est vivant et a^ moil, ou encore sî, tous les deux élant morts au 
cours de l'année, le décès de ay a précédé celui de ax* 

La probabilité pour que ax soit en vie à l'âge x-^x et la proba- 
bilité pour que ^ meure avant d'avoir atteint l'âge ^ -h i sont 
respectivement 

/?a:=-T^» qy-'T (on pose /j.- /^t = £/^). 

Les probabilités étant supposées indépendantes, la probabilité 
correspondant à la première des éventualités de l'énoncé sera 

/^■Ht X dy 

Pxqy= — / / * 

157. On l'obtient rigoureusement à l'aide d'une Table de survie. 
II en est autrement pour la probabilité correspondant à la 

deuxième éventualité de l'énoncé : on peut seulement Gxer des 
limites entre lesquelles cette probabilité est comprise. On suppo- 
sera d'abord que ay meure au commencement de l'année; cela 
revient à supposer que les deux individus meurent tous deux au 
cours de l'année, leur ordre de décès devenant indifférent; cette 
probabilité a pour expression 

dx dy 

On suppose ensuite que Oy meure à la fin de l'année; la possi- 
bilité que ax meure au cours de l'année et après Uy est dès lors 
exclue et la probabilité de Tensemble est 5ero; zéro et qx^y sont 
deux limites de la probabilité. 

On remarquera que, ax^ ciy n'ayant pas même âge, il n'y a pas 

probabilité - que l'un des deux mourra le premier. 

158. On obtiendra une solution exacte, autant qu'il est pos- 
sible, du problème en se servant de Tables interpolées, c*est-à-dire 
d'une fonction continue Ix concordant avec la Table de mortalité 
pour toutes les valeurs entières de x. Il existe une infinité de fonc- 
tions remplissant celte condition. On prendra l'une des plus simples. 
Les probabilités à calculer se ramènent alors à des intégrations. 

Notons à ce propos un résultat fondamental de la théorie qui 
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jo»is occii|>e : il est possible de remplacer un groupe de têtes 
fàges di^érents par une tête unique dont l'âge est /onction , 
calculable, des âges réels des têtes du groupe. Nous ne démon- 
Irerons pas r<? résultat. Mats nous remarqneions qu'il permet de 
prem placer \es Tables fort cojnplitpiées (jtiî corrt^spuiul raient aux 
diverses combinaisons des Agée par les Ttilile^r ordinaires dont, nons 
ivoiis déjà pinlé. 

Donnons n»ainlenanl quelques cxpliealious sur le fon< tianne- 
nient des Compagnies d'assurances. 




I 



PRIMES ET RÉSERVES* 

Jne prime pure est la soninie que l'assuré serait tenu de verser 
xlans riivpotUè^e où Ta^isureur renonce rail à faire tout bénéfice 
ur Topération; ce qui u^esl presque jamais le cas. 
L'assuré paye en fait umi prime chargée ou industrielle ou une 
prime du tarif; le char^eirteuL esl la ilidéreuce entre celle prime 
el la prime pure. Les fonds purs et industriels sont fes fonds 
onsltlués par Paccumulatiou des primes [uires el iuduslrielles, 
L*inLraductiou des cliargemenls se juslilie par les raisons f|ue 
voici : Tassureur doit se eouvrir de ses frais généraux (location 
d'immeubles, payement de ses agents, entre lieu de ses locaux, 
orrespondance-, etc.); il doit prévoir les écarts entre la morlalité 
théorique el la morlalïté vraie de ses clients en constituant un 
fonds spécial ile garantie; enfin son entreprise m un caractère capi- 
taliste qui justifie des bénéfices. 

Mais, si l'assureur a tendance à charger le |>lus possible les 
primes, la loi de rolFre et de hi demande limite ses exigences* 

La linàte inférieure ne dépend que des fi'ais que subit eflective- 
neut rassureur. 

La limite stq»érieure se calcule en examinant séparément les 

ivers possibles concernant une opération donnée et en calculant 

la valeur de la prime pure |»ources cas. On ajoute à chaque prime 

pure la part de frais convenable, t^e total le plus fort parmi ceux-ci 

est la limite supérieure. 

Soit A la valeur probabtei ra[>portée an début de l'opération des 
engagements pris par l'assurance à propos d'un contrat. Soil P la 
De m. li 
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prime pure que doit payer annuellement l'assuré. Posons 

a 

Le nombre a, déterminé par cette relation, dépend de Pet de A, 
qui sont connus. ^ 

Quand cette équation est vérifiée, 

A — Pa = o. 

Supposons quMI se soit écoulé m années depuis le début de 
l'opération, et soient A;„ et Vom les valeurs probables des engage- 
ments de l'assureur et de l'assuré pour la période de vigueur qui 
reste à s'écouler. L'égalité 

définit le montant \m de la réserve au moment considéré. Si 
Pa;„=o, 

La réserve coïncide donc avec la valeur probable actuelle des 
engagements de l'assureur quand l'assuré n'a plus aucune prime à 
verser après la période de vigueur de l'opération. Dans le cas 
d'une prime unique verséeau début, ceci seproduit quel que soit/n. 

Un contrat portant sur un groupe de têtes peut donner lieu à 
des primes négatives, à des créances morales de l'assureur envers 
l'assuré. On les compte pour zéro dans les bilans. 

La réserve d'une Compaj^nie est l'ensemble des réserves relatives 
à chaque contrat, à une époque donnée. 

Le calcul des réserves se fait généralement le 3i décembre. 
Au contraire, les diverses opérations commencent à des moments 
quelconques de l'année. La durée de l'opération n'est donc pas un 
nombre entier d'années quand on calcule la réserve. 

Pour éviter les longs calculs que nécessiterait l'introduction de 
fractions d'années on admet que, pour une année donnée, les 
opérations commencées pendant le premier semestre l'ont été au 
i**" janvier et que celles commencées pendant le second semestre 
l'ont été au 3i décembre. 

Problème. — Quand un assuré fait abandon de son assurance, 
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sans qu'il y ail préjudice pour l'assureur, la totalité de la 
réseri'e le concernant doit-elle lui être attribuée? 

On ne peut tiri aUiibtier la totalité de la réserve. En e(TeL, 
raffirmalioii rondiiirait à considt^rer Fassiirance comme un pari 
liant l'assureur et non l'assuré, ec (|ni conduirait l'£i:!*suré à 
dénia tjder la résiliation du conlrrit toutes les fois que, [var suite 
d'une modification dan*« les ristjnes, le maintien du coulraL lui 
serait désavanl^igeux et serait, au eontrairCj favorable à rassm-eur. 

IEn pratique, les assureurs n'accordent nuG compensation, un 
rachalf que s'il s*agil d\ine opération en cas de mort et la fixent 
aui \ de la réserve. Cest une règle empirique. 
Les assureurs accordent aussi, et en ca*s de mort comme en cas 
de vie, une ré<luctiou de la police; ils libèrent Tassuré du paje- 
tneot des (U'imes à venir, niais ne Tassurent plus que pour une 
certaine valeur déterminée d'après la somme que l'assureur doit 
j comme prime unique de la police réduite. 



PROFITS iT P£RT£S. 

Le conqjle de profits et pertes généraux de la Compagnie pour 

Itine période donnée est la dilléreuce pour celte période : 
I I* Entre la somme des réserves existant au début de Texercice, 
les primes encaissées pemlaut Texercice, les intérêts produits par 
l'accumulation des capitaux; 
2* Et la somme des capitaux payés aux assurés en exécution 
des contrats, les frais généraux, les commissions payées aux agents 

|«cl les réserves existant à la fin de l'exercice* 
Le com|jle des projits et pertes des fonds nets est la diflerence ; 
i'* Entre la somme des réserves existant au début de Texercice, 
les primes pures encaissées pendant rexercire, les intérêts pi oduils 
|>ar les capitaux assurés; 
2*^ El la somme des capitaux payés aux assurés au cours de 
l'exercice et de la réserve existant à la (tn de cet exercice. 

Le solde du premier compte représente le bénéfice, ou la prrle, 
provenant pfvur la Cumpaguie de la gestion industrielle prise dans 
son ensemble; le solde du second comple représente le bénéfice, 
H3U la perle, provenant seulement des écarts entre les prévisions 
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adoptées pour le calcul (taux de rinlérét et Tables de survie) et la 
réalité. 

Ce qui nous intéresse à ce sujet c'est cette remarque : que, 
d'ordinaire, les Compagnies d'assurances bien gérées font d'excel- 
lentes aiTaires, sans cependant exiger des chargements de primes 
exagérées. C'est donc que la loi de Bernoulli^ qui sert de base à 
leurs calculs, se vérifie. Là est peut-être la meilleure vérification 
pratique de ce principe. Nous allons y revenir à propos du risque 
et de la stabilité. 

RISQUE. 

Soient />!, /?2, ...,/?ii les probabilités d'apparition de certains 
événements /|, /a, . . .? '« î supposons que l'apparition de Tévéne- 
inente/entraîne l'obligation pour un joueur J| de pajer la somme A/ 
à un autre joueur J2 et l'obligation pour J^ de payer la somme E,- 
à A/. 

Si les événements considérés s'excluent mutuellement, si de plu» 
ils sont tels qu'un et un seul d'entre eux doivent se produire, 

On définit les quantités A, E, 

A =/>iA,-f-/7,A,-+-...H-/>«A„, 

comme étant les valeurs probables des espérances (les espérances 
mathématiques) des joueurs J|, J2. 
Le jeu est dit équitable si 

A = E, 
ce qui suppose 

= A-E = (A,— Ei)/>,-+-(A,--E,)/?j-h...-f-(A«--E«)/?«. 

Considérons les différences A/ — E/ qui sont positives et soit Dp 
défini par la relation 

D,= 2/>/(A,^E,): 

A,>E. 

cette quantité D^ s'appelle risque mathématique de J| par 
rapport à J2. 
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Consiclérnn^ maiiitFoanï les rliflerences E^ — A/^ qui soni posi- 
tive??: la quanlitê Da dt'fiuie par la relalion 

Ea>Aa 

s'appelle risque mathématique de in P^^^ rapport à J,. 

On conçoit que ces défmitioos des risques puissent correspondre 
« la notion ordinaire du risque. On t-oiiçuit aiis.si qii^ori puisse les 
uppliqiter à un rouirai d^as^urïiuci*, Ta^^sitré et la Compagnie étant 
regard»'» comme deux joueurs, qui fondent leurs espérances sur la 
réalisation d'une loi de sur%'ie délenninée. 

Les actuaires ont dédnil des eansidciatious qni se rapporlent à 
ces notions du risque d^niportants résiiUals que nous allons faire 
pressentir. 

L'assureur qui n'encaisserait comme primes que les primes 
pures correspondant à une évaluation exacte de la mortalité el du 
lauic de capitalisation, et qui n^ajou tarait à ces primes que les 
chargements strictement suf lisants pour couvrir les dépenses de 
rexploitation, encourrait des iist|ues exaji^érés : il ne serait pas 
garanti contre les conséquences financières de Tapparition d*évé- 
nements défavorables. Il jouerait, au sens strict du mot, el sa 
ruine, comme celle du joueur, serait certaine. 

Il ne peut d'au ire pari charger ses primes de telle sorte qu'il 
soit complètement à couvert des événements les plus dél'uvorabtes 
qui puissent arriver^ cela est évident. Il lut faudra donc, soit à 
Taide de la théorie du risqire, soîl en suivant les euseignements de 
la pratique^ parer aux seules éventualités qu'il juge possibles et 

»qui dépendroni pour une grande part <ln nombre de têtes qu'il a 
niiirées; 4''est là que se trouvr inteiveuir à nouveau le théorème 
B Beruoulli. 
Concevons en effet une Compagnie ajant pour clients 5o indi- 
vidus Agés chacun de ?*o ans, el pas d'autres. A 3o ans, la proba- 
^ bilité de décès dans le délai de i an eî>t de a pour loo. Un seul 
B ds^u^^ ^o'i donc mourir dans Tannée. S'il en meurt deux^ la 
mortalité réelle devient double de la mortalilé théorique. Au con- 
traire, si la Compagiric a assuré 5oo tètes de 3o ans, un décès 
supplémentaire dans Tannée augmente seulement de — la morta- 
lité théorique. 
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C'est précisémenl ce chiffre de 56o que l'on considère dans la 
pratique comme le minimum de têtes qu'une Compagnie puisse 
assurer. 

NOTIONS PRATIQUES. 

Ajoutons, pour sortir du domaine de la théorie pure : 

I ^ Que le chargement des primes est en moyenne de 9 pour 1 00 ; 

2^ Que les Compagnies choisissent entre les différentes Tables 
de mortalité celles qui leur assurent, dans chaque cas, le maximum 
d'avantages; 

3^ Que les Compagnies s^inquiètent beaucoup, sous le nom de 
plein, de la somme maxima qu'elles peuvent accepter sur des 
risques donnés. 

A consulter : Broggi, Traité des assurances sur la vie. Hermann, 1907. 
— H. Laurent, Théorie et pratique des assurances sur la vie. Gaulhicr- 
Villars. 
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APPLICATIONS DU CALCUL DES PROBABILITÉS 
AU\ SCIENCES MORALES ET ÉCONOMIQUES. 
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a rliiJo<iopUie. i>lous l a%'ot}s montre u \yi\^ 
hasard^ de la dëfinilion de la probaliiliu^ de l'o^Rge des s lait s- 
liques. 

Nouîï allons encore le montrer à jirojios do stm application aux 
sciences morales. 

Posons-nous celte simple (]ueslioii : 

De même qu'il e^ciste des Compagnies d*a!»gurdnces sur la vie, 
contre Tincendie, r.onlre le vol, pourrait- if exister de^ Conipji^ines 
d'assurances coiUre le divorce, contre les rondjuiuia lions judi- 
ciaires? 



l&O, Pierre n'a pas de for lune* Il ('pouse Jeanne qui a une 
fortune A. Une Compagnie d'assurances pourraii-el/e lui 
garantir, et sous certaines réserves, qu'elle lui frayera la 
somme B en cas de divorce? 

Admeilons que les réserves soient telles que la mnrnlité du 
contrat soit garantie, que nulle intention de divorce n*a il lieu 
lors du mariage. 

La Compagnie sait que, sur a mariages, il y a ^i divorces ati 
lioul de I an, a^ au bout de 2 ans, ût, au bout de 3 ans, *.#, 
Remplaçons les mois mariage et divorce par naissance et décès : 
il est clair qu'on obtient une sorte de Talde de mortalilé et qu'on 
peut avec son aide constituer des conlrats analogues à ceux qui 
concernent la vie et la mort, 

La solution pratique du problème dépend de la construction de 
Tables appropriées. Il semble que celte construction n^ail d'autr« 
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difficullé que le petit nombre d'éléments actueliement connus, la 
loi instituant le divorce étant récente. Il serait, par contre, actuel- 
lement possible de construire des Tables concernant révenlualilé 
d'une séparation de biens et d'assurer contre cet événement. 

Pierre engage un procès commercial. Une Compagnie d'as- 
surances pourrait-elle lui garantir quau cas où il le per- 
draity elle lui payera la somme A ? 

La Compagnie a fait, nous le supposons, la statistique de tous 
les procès commerciaux engagés et perdus depuis de longues 
années. Elle connaît le rapport de ces deux nombres. Elle a une 
base d'appréciation. Pierre a lant pour loo de chances de perte. 
Elle peut calculer le prix de son contrat, si elle parvient à en 
garantir la moralité, si le contrat est tel que Pierre ne désire 
pas perdre son procès. S'il est stipulé dans le contrat que la Com- 
pagnie payera à Pierre les j des frais totaux qu'entraîne le procès, 
le contrat sera moral. J'ajoute que, pratiquement, il serait fai- 
sable. 

Pierre est accusé d*un délit ou d^un crime. Il peut être 
ax^quitté ou condamné à diverses peines. Une Compagnie 
peut-elle lui garantir qu^en cas de condamnation elle lui 
payera une somme Pl? 

Le contrat, hors des cas exceptionnels, ne peut être moral. La 
Compagnie ignore en effet si, en échange d'une somme déter- 
minée, l'accusé ne chercherait pas à être condamné. 

Supposons que la Compagnie ail l'assurance que le contrat 
sera moral, que quelle que soit l'indemnité versée eu cas de con- 
damnation l'accusé préférera l'acquittement. 

Peut-elle construire une Table? Oui. Tant d'accusés, tant de 
condamnés : les statistiques existent. 

On peut disserter longuement sur ce sujet. Nous le donnons 
comme introduction à cette question plus délicate : 

161. Quelles chances a un innocent d'être condamné? 
Laplace, Condorcet, Poisson, Bertrand ont examiné la question 
et ont écrit de lougs Mémoires à ce sujet. 

Tout d'abord, eu quoi peut-on reconnaître qu'un innocent a été 
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condamné? Comment penl-on dresser une slatistique des juge- 
ments erronés? Le seul procédé est de compter le nombre des 
jugements des tribunaux ordinaires que les Cours d^appel et de 
cassation ont réformés. Sera réputé mauvais tout jugement ainsi 
réformé. Admettons que la statistique soit construite d'après ces 
données, que le rapport du nombre des jugements réformés au 

nombre total des jugements soit j- : pourra-t-on en conclure 

qu'un innocent a j- chances d'être condamné en première instance 

et, étendant le résultat à tous les tribunaux, qu'un innocent a 

7- chances d'être condamné? 
o 

Pour conclure ainsi, il faudrait être assuré que les Cours 
d'appel et de cassation sont infaillibles^ qu'elles n'ont innocenté 
que des innocents et condamné que des coupables : or, on ne le 
peut. 

Telles sont en quelques mots, et sans raisonnements sjbillins, 
tels ceux de certains auteurs, et non des moins connus, les 
réflexions que peut inspirer le sujet. 

En résumé, le Calcul des probabilités peut être appliqué aux 
sciences morales et politiques, en tant que celles-ci sont basées 
sur des statistiques convenablement faites, et nous renvoyons le 
lecteur à ce que nous avons dit à ce propos. 
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